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Capitolo 1

| ntroduzione

Negli ultimi vent’ anni, I’ attenzione rivolta a modelli econometrici di tipo non-lineare
& cresciuta molto rapidamente per due serie di motivi. Da un lato vi € stata la con-
statazione, oramai generalmente accettata, che il comportamento della maggior parte
delle variabili economiche evolve in modo non-lineare. In secondo luogo, i miglio-
ramenti apportati dalla tecnologia informatica hanno ampiamente ridotto i tempi di
specificazione e stima di relazioni dinamiche complesse. Infatti, nonostante i modelli
lineari possano essere considerati in molti casi una buona approssimazione della vera
relazione non-lineare (almeno localmente), € soprattutto grazie ai moderni cal colatori
ches ediffusalapraticadi ricercare formulazioni aternative a quelle tradizionali, ab-
bandonando quella che per molti anni & stata lalinea di condotta principale e che puo
essere definita come il “paradigma della linearita” (van Dijk, 1999). Con particolare
riferimento ai mercati finanziari, |’ osservazione empirica ha ampiamente dimostrato
che I’evoluzione di molti fenomeni non pud essere adeguatamente caratterizzata da
formulazioni lineari. La presenzadi un elevato grado di correlazione seriale nelle se-
rie ricavate come trasformazioni non-lineari dei rendimenti (in particolare quadrati e
valori assoluti), accompagnata dalla non-normalita della relativa distribuzione empi-
rica, hanno rappresentato il fondamento dell’ applicazione di metodologie non-lineari
a mercati finanziari. Inoltre, partendo dall’ assunto teorico che I’ evoluzione di molti
fenomeni sia caratterizzatadallo stato, o regime, in cui si troval’ economiain quel par-
ticolare momento, numerosi sono stati i tentativi di formalizzare simili comportamenti.
Lo scopo di questo lavoro e quello di presentare una classe di modelli parametrici non-
lineari, i modelli a transizione liscia (Smooth Transition Models), i cui primi lavori
risalgono a Luukkonen, Saikkonen e Terasvirta (1988a e 1988b), Terasvirta e Ander-
son(1992), Terasvirta (1994) e Lin e Terasvirta (1994), dove I'idea sottostante e che
la dinamica futura delle variabili economiche dipende dallo stato, o regime, in corso.
Cosi ad esempio, il rendimento di un attivo finanziario pud essere caratterizzato da
dinamiche differenti a seconda che I’intero sistema economico s trovi in una fase di
espansione o di contrazione. In modo analogo, la volatilita corrente, intesa come mi-
suradel rischio di un determinato investimento, puo dipendere del tutto o in parte dal
regime di volatilita prevalente a tempo immediatamente precedente. Inoltre, a diffe-
renza dei tradizionali modelli per il cambiamento di regime, si ammette la possibilita
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8 CAPITOLO 1. INTRODUZIONE

che il passaggio da uno stato all’atro avvenga in modo graduale, sulla base di una
qual che relazione funzional e completamente specificata a partire dai dati. L'idea della
transizione liscia rappresenta un’ estensione dei modelli tradizionali in quanto, oltre ad
ammettere un cambiamento istantaneo come caso limite, presuppone che I’ economia
consista di un insieme di agenti individuali o imprese, ciascuno dei quali passa da un
regime all’ altro istantaneamente, pur essendo difficile, se non improbabile, che tale
cambiamento avvenga per tutti nello stesso momento. Cosi se il fenomeno osservato
e di tipo aggregato, sara molto probabile che il passaggio da uno stato all’ altro avven-

ganel continuo, ed in particolare sara tanto pit graduale quanto pit smussato sarail

valore del termine che governalatransizione. La strutturadel lavoro € la seguente: il

resto del Capitolo introduce allo studio delle serie storiche finanziarie, presentandone
peculiarita e caratteristiche distintive rispetto alle altre serie storiche economiche. Nel

Capitolo 2 vengono introdotte le principali formulazioni parametriche non-lineari per

lamedia e per la varianza condizionata di un generico fenomeno economico e si con-
clude con I’inquadramento dei modelli atransizione liscia all’interno della classe piu
generale dei modelli con cambiamento di regime. Nel Capitolo 3 vengono presentati

i modelli autoregressivi atransizione liscia (STAR) utilizzati per I’ analisi della media
condizionata, soffermandosi in particolare sulla proceduradi specificazione, stima, va-
lutazione ed utilizzo dei modelli propostada Terasvirta(1994) ed Eitrheim e Terasvirta
(1996). Ad una trattazione teorica dei singoli punti della procedura viene affianca-
ta una esemplificazione su dati reali, dalla quale emerge chiaramente come |'impiego
della parametrizzazione STAR sia in grado di migliorare considerevolmente le pro-
prieta del modello in rapporto alla specificazione lineare. Sviluppi recenti del modello
base sono considerati nel Capitolo 4 e consistono nellasuaestensione al caso di regimi
multipli e di parametri variabili nel tempo, all’interno di una notazione alternativa re-
centemente introdotta. Nello stesso Capitolo sono considerate versioni robuste del test
di linearita che tengono conto della presenza di eteroschedasticita in forma generica
ed outliers. Il Capitolo 5 si concentrainvece sull’ estensione dei modelli a transizione
liscia a caso di eteroschedasticita condizionata di tipo autoregressivo (STGARCH),
mettendo in evidenza come la possibilitadi pit regimi di volatilita possa costituire un
aspetto tutt’altro che trascurabile nell’analisi dei fenomeni finanziari. 1l Capitolo s
concentra prevalentemente sulla ricerca di una coerente strategia operativa che siain
grado di selezionare adeguatamente il modello pitiidoneo adescrivereladinamicadel-
la varianza condizionata delle serie storiche finanziarie, soffermandosi in particolare
sulla possibilitadi estendere atale contesto laprocedura utilizzata da Terasvirta (1994)
per la specificazione dei modelli STAR. La proceduradescritta e affiancata da un espe-
rimento di simulazione che ne confermaunabuonaoperativita. || Capitolo terminacon
una esemplificazioneillustrativa su dati reali. |l Capitolo 6 presenta alcune considera-
zioni conclusive, mentre nelle Appendici sono riportate informazioni relative alle serie
storiche utilizzate, nonché approfondimenti su temi specifici analizzati nel corso del
testo. Tutte le applicazioni sono state programmate in GAUSS 3.2,

1Copyright (©1995-1996 Aptech Systems, Inc.



1.1. REGOLARITA EMPIRICHE 9

1.1 Regolarita Empiriche

L e serie storiche finanziarie presentano al cune caratteristiche peculiari che le differen-
Ziano nettamente dalle altre serie storiche economiche. Alla base dell’ evoluzione dei
fenomeni finanziari, siano prezzi o tassi d'interesse, vi € I'ipotesi di passeggiata
aleatoria (random walk). Secondo tale assunzione, la migliore previsione del prezzo
di domani di un qualche attivo finanziario utilizzando I’ informazione disponibile fino
ad oggi € data dal prezzo odierno. In altri termini, si pud dire chetrail tempot — 1 e
il tempo ¢ il cambiamento atteso nei prezzi € uguale a zero e non vi € correlazione tra
lavariazione dei prezzi nell’intervallo temporale considerato (Granger e Morgenstern,
1970 e Taylor, 1986).

Seguendo Gallo e Pacini (2002),2 latraduzione dell’ ipotesi di random walk in ter-
mini statistici risulta immediata. Per definizione, il prezzo di un attivo a tempo ¢ &
legato al prezzo dello stesso attivo a tempo ¢ — 1 attraverso il rendimento intercorso
frat — 1 et,

Po=P_(14+mr) (1.1

chein termini logaritmici & esprimibile come®
pt = pt—1 + log(1 +7¢) (1.2)

Per r; sufficientemente piccolo, quale risulta senz’ altro per variazioni di prezzo gior-
naliere, tramite I’ espansione di Taylor del termine log(1 + ;) intorno ad 1, la (1.2)
diventa

Dt R Pi—1 + T (1.3)

edacui risultache
T R Ape = pr — pr—1 (14

Dalla(1.3), eventualmente moltiplicata per 100 per lavorare con rendimenti percentuali

COoSi come Sono usualmente espressi in pratica, si pud notare che, a tempo ¢t — 1, il

valoredi p; ; risultanoto in quanto osservato, mentre la determinazionedi p, dipende
in manieracruciale dal valore assunto dar; che, essendo incerto, |o caratterizza come
variabile casuale. Caratterizzandosi come variabile aeatoria, diverse ipotesi possono
essere formulate sui momenti (condizionati e non) e sulla distribuzione di ;. Inlinea
con |'ideadi passeggiata casuale, I'ipotesi piti semplice che si pud faresur € che

Tt | It—l = €t ~~ N(O, 1) t= 1, ,T (15)

dove I;_, rappresentatuttal’informazione disponibilefino a tempo ¢ — 1 ed & general-
menteindicatain letteratura come information set. Questo significacheil processo che
descrivei rendimenti, {r;}1 ,, & rappresentato da una sequenzadi variabili casuali in-
dipendenti traloro, con distribuzione identicadi tipo Gaussiano, media zero e varianza
o2 costante nel tempo che, in altri termini, si definisce come white noise Gaussiano.

2Capitolo 5, relativo all’ Analisi dei prezzi.
3Indicheremo con lalettera minuscola, p, il logaritmo naturale (log) dei prezzi.
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Utilizzando la (1.5) e sostituendo ricorsivamenteall’ indietro |’ espressione del prez-
zonella(1.3), s hache

t—1
Pt =po + Z €t—i (1.6)
i=0

ovvero, a partire da una condizione iniziale, il processo generatore dei prezzi si rap-
presenta come sommadi variabili casuali indipendenti e identicamente distribuite. Un
processo cosi definito prende il nome di random walk ed & caratterizzato da una to-
tale persistenza delle innovazioni €, (memorialunga), la cui somma puo anche essere
definita trend stocastico.*

La verifica empirica dell’ipotesi di random walk, accompagnata da una quasi to-
tale assenza di autocorrelazione nella serie del rendimenti, € spesso citata come di-
mostrazione dell’ipotesi di efficienza dei mercati. Un mercato € detto perfettamente
efficiente sei prezzi degli attivi a tempo t incorporano tutta |’ informazione disponibi-
le fino a quel momento. In tal modo, il livello dei prezzi si modifica istantaneamente
a sopraggiungere di nuovainformazione (Fama, 1976). In realta, numerose evidenze
empiriche note in letteratura come fatti stilizzati,® dimostrano che I’ ipotesi di efficien-
za del mercati non puod essere completamente accettata. Valgono infatti le seguenti
considerazioni:

e Un’autocorrelazione pressoché nulla non pud essere interpretata come indipen-
denza dei rendimenti poiché la loro distribuzione empirica non & Gaussiana
(Mandelbrot, 1963). Questo € essenzialmente dovuto alla presenza di un ec-
cessivo numero di osservazioni sulle code della distribuzione, © in particolare su
quellasinistra (asimmetria), e daun piu alto addensamento di valori intorno alla
media. Distribuzioni di questo tipo sono definitein letteraturaleptocurtiche. Tali
considerazioni sono facilmente verificabili calcolando il momento terzo (skew-
ness, sk) e il momento quarto (curtosi, k) della distribuzione non condizionata

dei rendimenti:
1 L re—7\° 1 L re—7\ "
_ t — _ t —
sk_TZ< - ) , k_TZ< - ) . (1.7)
t=1 t=1
Al calcolodi tali indicatori viene solitamente affiancatoil test di normalitaJarque-
Bera (1980),
T 2 1 2
JB = 5 sk® + Z(k -3)°), (1.8)

45 dice inoltre che un processo cosi definito possiede una radice unitaria. Questo equivale ad affermare
quanto segue: in un modello AR(1) (si veda la Sezione 2.1) abbiamo che (1 — ¢L)p = €, dove L
rappresenta |’ operatore ritardo definito come Lp: = p:—1. Nel random walk, ¢ = 1 per cui, sela soluzione
del polinomio caratteristico (1 — ¢L) = 0 giace sul cerchio unitario nel piano complesso, si dice chevi &
radice unitaria: il processo & non stazionario nei livelli poiché possiede media e varianza non costanti nel
tempo. In un modello AR(1), |¢| < 1 per cui laradice del polinomio caratteristico si trovaal di fuori del
cerchio unitario, mentre I’ effetto di persistenza si riduce gradualmente fino ad annullarsi. Per un’ eccellente
trattazione sull’argomento si veda Hamilton (1994) o, relativamente ad applicazioni ai mercati finanziari,
Gallo e Pacini (2002).

50, nella terminologia anglosassone, stylized-facts.

61| cosiddetto fenomeno delle “ code grasse”, o fat-tails.
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Figural.1l: Autocorrelazioni dei rendimenti, dei quadrati e dei loro valori assoluti per
I"indice DAX di Francoforte.
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lacui statisticatest, asintoticamente distribuita come un x 2 con 2 gradi di liberta,
e basata sul confronto trai momenti terzo e quarto della distribuzione normale
standardizzata, rispettivamente pari a0 e 3, con i corrispondenti momenti del-

la distribuzione empirica. A tal proposito si veda la Tabella 1.1 dove, assieme
al calcolo di skewness, curtos e test Jarque-Bera (JB), si riportanto le principali

statistiche descrittive dei rendimenti percentuali per gli indici S& P500 e CAC40,
per i tassi di cambio JPY/USD e DM/USD e per le azioni INTC e T quotate
rispettivamente al NASDAQ e al NYSE.” Come si vede, non solo siamo in pre-
senza di una marcata asimmetria negativa della relativa distribuzione empirica,
ma & un valore dell’indice di curtosi di molto superiorea 3, afar si che ancheil

test di normalita porti arisultati ampiamente insoddisfacenti. Tali caratteristiche
sono comuni allamaggioranzadelle serie storiche finanziarie.

e Se s andizza la struttura temporale dei rendimenti, pur essendo in linea con
I'ipotesi di incorrelazione seriale, esiste una forte autocorrelazione su |r |4, con
d > 0 (Ding, Granger e Engle, 1993). In particolare, i rendimenti a quadrato e
quelli in valore assoluto presentano unaforte strutturadinamica. In Figural.1 e
riportato il grafico delle prime 36 autocorrelazioni delle serie dei rendimenti, del
loro quadrati e dei valori assoluti per la serie dell’indice DAX quotato alla borsa
di Francoforte. Le due linee orizzontali rappresentano i limiti di confidenza al
95% (+2/+/T, sotto Iipotesi di normalitd) per la verifica dell’ assenza di auto-
correlazione. Come si vede, quasi tutti i valori della serie dei rendimenti sono
compresi tra le bande mentre, all’ opposto, nessuno dei valori per i rendimenti
in valore assoluto vi € incluso. Questo conferma ulteriormente la non normalita
di v, poiché, intal caso, non vale che incorrelazione implica indipendenza. |l

7L’ Appendice A riporta una dettagliata descrizione dei dati utilizzati nelle applicazioni.
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Tabella 1.1: Statistiche descrittive e test di normalita dei rendimenti percentuali di
alcuni indici di borsa, tassi di cambio e azioni.

S&P500 CAC40 JPY/USD DEM/USD INTC T

Media 0.048 0.025 -0.015 -0.0007 0.114 -0.020
Mediana 0.038 0.000 0.008 0.019 0.106  0.000
Massimo 8.708 8.225 3.365 3.102 1285 12.38
Minimo -22.83  -10.13 -5.630 -4.140 -24.88 -29.54
Dev. Standard | 0.993 1.198 0.671 0.667 2.618 1936
Skewness -4300 -0.528 -0.563 -0.164 -0.539 -1.397
Curtosi 99.73 10.57 7.213 5134 8343 27.64
Jarque-Bera | 1228919 6670 3929 963 3551 73513
p-value 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
Osservazioni 3127 2734 4958 4958 2868 2868

primo ad evidenziare questo tipo di comportamento per le serie dei rendimenti

giornaieri e stato Taylor (1986), mentre, tramite uno studio simile condotto su
una serie storica molto lunga dello Standard & Poor 500, Ding et al. (1993)
evidenziano unadecadenzadi tipo iperbolico delle autocorrel azioni campionarie
dei rendimenti al quadrato e di quelli in valore assoluto, aprendo cosi un filone di

ricercanellamodellazione di r? che fa ampiamente uso dei concetti di memoria
lunga e integrazione frazionariaintrodotti da Granger (1980).

e Lavarianza dei rendimenti non € costante nel tempo, ma cambia con il variare
dell’intensita con cui I’ attivita di trading si sviluppa sui mercati finanziari. Que-
sto perchéi prezzi hanno latendenzaa cambiare pit spesso in acuni giorni piut-
tosto chein altri, dando luogo a quello che in letteratura viene definito volatility
clustering (raggruppamento di volatilitd). In Figura 1.2 € riportato I’ andamen-
to del logaritmo dei prezzi e dei rendimenti percentuali per I'indice Nikkei di
Tokyo. Come si vede, periodi di turbolenza sono caratterizzati da oscillazioni
elevate nel rendimenti che tendono a persistere nel tempo; viceversa periodi piu
calmi danno luogo a variazioni piu contenute. In tale regolarita empirica trova
quindi fondamento I'idea dell’ esistenza di diversi regimi di volatilita che, sem-
plificando a massimo, si pud ricondurreai soli due stati di alta e bassa volétilita
Da questa considerazione ha preso avvio una vasta letteratura sull’ argomento
che, prevalentemente in ambito non-lineare, ha dato luogo a una molteplicita
di formulazioni parametriche in grado di riprodurre comportamenti simili. Piu
in particolare, cid che differenzia maggiormentetraloro le varie alternative € il
diverso modo di interpretare, e quindi formalizzare, il passaggio da un regime
al’atro di voldtilita. Vedremo in seguito come cid s sostanzi in pratica; ba-
sti qui accennare che il grosso della letteratura s € concentrato su tre diverse
macro-aternative: quella del cambiamento istantaneo, quella del cambiamen-
to graduale (o smooth) e quella che incorpora un cambiamento regolato da un
processo stocastico sottostante non osservabile.
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Figura1l.2: Andamento del logaritmo dei prezzi (scala di destra) e dei rendimenti per-
centuali (scaladi sinistra) per I'indice Nikkei di Tokyo nel periodo 6 gennaio 1986 —
31 dicembre 1999.
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Frale spiegazioni delladipendenzaseriale € stata avanzatal’ ipotesi di non-linearita
di r; (Taylor, 1986). Tuttal’analisi econometricasi & quindi spostata sullaricercadel
processo generatore dei dati (DGP) che meglio di altri sia in grado di riprodurre le
regolarita empiriche osservate. In particolare, |’ attenzione & stata rivolta allo studio
delle dinamiche non-lineari presenti nell’ evoluzionedi r, er?. Lasceltadi lavorare sul
guadrato dei rendimenti in luogo del loro val ore assol uto € da attribuire a considerazioni
di interpretabilita. Modellare r? significa approssimare adeguatamente |a varianza dei
rendimenti, poichévale che Var(r;) = E(r?) ameno di un errore casuale.

La varianza dei rendimenti & generalmente utilizzata come misura di volatilita e,
di conseguenza, della rischiosita dell’ asset sottostante. Tenere sotto controllo il ri-
schio derivante dai propri investimenti costituisce un aspetto di indubbia utilita che
qualsiasi operatore finanziario vorrebbe ridurre @ minimo. Inoltre, la possibilta di di-
sporre di previsioni accurate sulla volatilita futura del mercato permette di monitorare
e controllare I’ evoluzione temporal e del rischio.

Ipotizzando di avere a disposizione tutta I'informazione rilevante al tempo ¢ per
la dinamica futura di r;, I;_1, I'attenzione si sposta sulla ricerca del pit adeguato
modello statistico daadattare ai dati, operandoin un contesto preval entemente ateorico.
In particolare saranno presi in considerazione i primi due momenti condizionati della
distribuzionedi r;,

my = Elry | I;—1] (1.9)

ht = E[(Tt — mt)Q | It—l] (110)

dove m; e h; indicano rispettivamente la media e la varianza condizionata di r;. La
regola general e che seguiremo nel corso dellatrattazione si basa sulla specificazione e
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stima, prima del modello per la media condizionata e, solo successivamente, di quello
per la varianza condizionata. La motivazione di questo modo di procedere & dovuta
a unaduplice considerazione. In primo luogo facciamo riferimento alla constatazione
empiricache unaqual che rappresentazionenon-lineare per r ; pud esserein grado di co-
gliernemeglio ladinamica. In secondo luogo consideriamo che lateoriastatistica sulla
stima dimostra che non € possibile ottenere valori statisticamente accettabili per i pa

rametri che caratterizzano h; senza aver prima specificato adeguatamente la dinamica
dei rendimenti (Lundbergh e Terasvirta, 1998). Si & visto che la quasi completa as-

senza di autocorrelazione nella struttura temporale di r; non & da attribuire all’ assenza
di dipendenza seriale poiché & accompagnata da una generalizzata non normalitadella
relativa distribuzione empirica. Questo implica che il miglior modello per la media
condizionata non & da ricercare tra le specificazioni lineari, ma deve essere inevita-

bilmente non-lineare (Taylor, 1986). Solo successivamente |’ attenzione si sposta sulla
ricercadellamiglior parametrizzazione per lavarianzacondizionata, a fine di catturare
gli effetti di clustering tipici delle serie storiche finanziarie. Di questo ¢i occuperemo
in cio che segue.



Capitolo 2

Breverassegna sulla
modellistica esistente

2.1 Moddlli per lamedia condizionata

Nella ricerca della miglior specificazione per la media condizionata di un generico
processo {y; } L, I'ipotesi piti semplice che si pud formulare & che i, dipenda da un
certo insieme di valori passati ai quali si aggiunge una componente non sistematicae ¢
(innovazione) nella quale sono racchiusi tutti quei fattori non osservabili, o comungue
non prevedibili per cause esterne. 1l termine €; € dunque una variabile casuale che
rendelarelazionetray; ei suoi valori passati non deterministica.

In cio che segue e in generale nel corso di tutta la trattazione, assumeremo che
{y:}L_, rappresenti un processo stocastico stazionario in covarianza, o debolmente
stazionario. Cio equivaleasupporrelavaliditadelle seguenti condizioni (Piccolo, 1990
e Hamilton, 1994):

e E(y:) = u costante Vt;
e Var(y;) = o costante e finita (non dipende dal tempo);

e Cou(ys,yi—r) = v(k), ovvero dipendeda k (I'intervallo temporaetrat — k e
t), manon dat.

Laddove queste condizioni non dovessero essere soddisfatte, assumeremo che y
rappresenti una qualche trasformazione del processo originario tale per cui risulti de-
bolmente stazionario. Ad esempio, nel contesto dei mercati finanziari, sappiamo che
il logaritmo naturale del livello dei prezzi risulta essere non stazionario, mentre se ne
prendiamo le differenze prime logaritmiche (rendimenti), eventualmente espresse in
termini percentuali, quello che otteniamo € una serie storica che, almeno apparente-
mente, soddisfa le condizioni richieste per la stazionarietain covarianza.

IPer un'analisi dettagliata su quanto qui brevemente accennato si veda Gallo e Pacini (2002).

15
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Se assumiamo che I’ effetto di y¢—1,y:—o2, ..., yo S trasmetta in modo proporzio-
nale su y;, aloraipotiziamo un legame lineare tra la variabile che vogliamo spiegare
e/o prevedere e I'information set, I;_;, utilizzato. Questo equivale ad ipotizzare una
relazione del tipo:

Yyt =c+Pryt—1+ ... + OpYt—p + €& (21)
dovei p valori piti recenti di y; ne determinano |’ evoluzionefuturatramitei coefficien-
ti ¢1, ..., ¢p, @ quali si aggiunge una costante e un termine di innovazione o sorpresa.
Affinché e, possa essere considerato tale, occorre che E(e¢|I;—1) = 0. Ipotesi aggiun-
tive possono poi essere formulate sulla varianza (costante 0 meno) e sulla distribuzione
di ¢; (generalmente assunta di tipo Gaussiano). L’ espressione (2.1) rappresenta quel-
lo che nella letteratura delle serie temporali viene definito modello autoregressivo di
ordine p, AR(p). Alternativamente, si poteva ipotizzare per y; unadipendenzadalle ¢
innovazioni passate pill recenti (che sono note al tempo ) nel modo seguente:

Yt =+ €+ Pr€p—1 + ... + 'L/qut_q (2.2)

La (2.2) prende il nome di rappresentazione a media mobile di ordine ¢, MA(q),
mentre unendo la (2.1) e la (2.2) si ricava il modello autoregressivo a media mobile,
ARMA(p.q),

Yt — P1Yy 1 — o — Pplyt—p = I+ € + P16 1 + oo + Y€ty (2.3)

lacui caratteristicaprincipale € quelladi consentire una rappresentazione piul parsimo-
niosadi y,, riducendoil numero dei parametri dastimare. Si € evidenziato nel Capitolo
precedente che, nell’ambito dei mercati finanziari, lavorare con specificazioni lineari
per m; non consente di ottenere risultati apprezzabili, specialmente in ambito previsi-
VO, a causa del bassissimo grado di autocorrelazione della serie dei rendimenti che, in
molti casi, pud anche essere del tutto assente.

A partiredal lavoro di Taylor (1986), numerosi sono stati i tentativi di caratterizzare
la dinamica dei fenomeni finanziari tramite formulazioni non-lineari: ad esempio, se
consideriamo

Yo = fYi—1, - Yt—p; 0) + € (24
otteniamo il modello autoregressivo non-lineare di ordine p, NLAR(p), dove f(-) in-
dica una qualche forma funzionale. Inoltre, analogamente al caso lineare, si possono
definirei modelli NLMA(q) eNLARMA(p,q). Si noti, tuttavia, chel’ enorme varieta di
modelli che possono essere derivatri in tale contesto portaad un’inevitabileincremento
delle complessitainterpretative e di stimadel modello proposto. Pertanto, laletteratura
sulla modellistica non-lineare si & solitamente concentrata sui soli termini autoregres-
sivi, eventualmente aumentati di qual che variabile esogena, tralasciando del tutto o in
parte i termini a media mobile con conseguente riduzione delle complessita inerenti
I"implementazione degli algoritmi di stima.

Due specificazioni, ricavabili dalla (2.4), che hanno incontrato grosso favore nelle
applicazioni pratiche sono il modello autoregressivo di tipo threshold (TAR) sviluppa:
to da Tong e Lim (1980) e da Tong (1983) e |’ autoregressivo esponenziae (EAR) di
Haggan e Ozaki (1981). || modello TAR assume laforma
ye = { H1 + ¢>§1)yt—1 +...+ ¢1()1)yt—p + Gg‘l) seyYt—a < C

] (2.5)
p2 + ¢>§2)yt—1 +...+ <Z51()2)yt—p + ng) SeYi—q > C
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mentre quello EAR & espresso come

Yo = p+ Gyt + o+ Spyi—p + (G191 + . + Opyi—p) exp{—yyi 1} + & (26)

Entrambe le formulazioni appartengono alla classe dei modelli con cambiamento di

regime dove, in linea con la teoria economica dominante, si assume la presenzadi piu

stati, o regimi, dell’ economia. In ciascun istante sara attivo solo uno del regimi previsti,

mentreil passaggio da uno stato all’ altro avviene, nel primo caso in manieraistantanea

in corrispondenza dell’ attraversamento di una certa soglia ¢ e, nel secondo caso, il

cambiamento di regime avviene nel continuo ed e regol ato dallafunzione esponenziale.
Unaversione modificatadella (2.5) & stata propostada Ozaki (1981),

Y = (61 + mlye-1D)ye—1 + o+ (p + Tplye-1Dye—p + & selya]| <c
! (1 + mO)yt—1 + oo + (Sp + TpC)yt—p + & se yi—1| > ¢
(2.7
e prendeil nome di modello threshold non-lineare? (NLTAR).
Un altro modello che & stato a lungo utilizzato in pratica, specialmente in ambito
finanziario, € il modello bilineare (BL), introdotto da Granger e Andersen (1978):

p q m k
Y= > Giy—i=pt et > e+ D> by (2.8)
i=1 j=1

i=1 j=1

Si tratta di un’stensione del modello ARMA (p,q) lineare ottenuta semplicemente ag-
giungendo ala(2.3) laformabilinearein {y._;, e;—; }. Per ulteriori dettagli si rimanda
aPriestley (1988) e Granger e Terasvirta (1993).

La Figura 2.1 mostra delle ssmulazioni ricavate da alcuni dei modelli appena de-
scritti. Sono stati considerati il modello autoregressivo lineare di ordine uno, AR(1),
con parametro 0.8, il modello bilineare, BL, y; = 0.8y;—1€;—1 + €, il modello autore-
gressivo esponenziale, EAR, nellaformay; = 0.8y;—1 — 0.8y;—1 exp(—yy? ;) + €,
cony = 1, eil modello autoregressivo di tipo threshold, TAR nella parametrizzazione
ye = 0.8y, 1+ e sey 1 <0eyy = —0.8y;1 +¢€ Sy, 1 > 0. Tutti i dati,
200 osservazioni per ciascuna simulazione, sono stati generati ipotizzando una distri-
buzione Normale a media zero e varianza quattro del termine di disturbo €. Inoltre,
I"intercetta di ciascuna delle parametrizzazioni considerate € stata posta pari a zero e,
al finedi evitare distorsioni causate dalla sceltadei valori iniziali, fissati anch’essi con-
venzionalmente a zero, le prime cento simulazioni ricavate da ciascun modello sono
State scartate.

Infine, una classe di modelli che negli ultimi anni ha ricevuto grossa attenzione &
rappresentatadai modelli di tipo Markov-Switching (MS), sviluppati alungo da Hamil-
ton (1989). L'idea sottostante a questi modelli €I’ assunzione dellapresenzadi piu stati
dell’ economia, ognuno dei quali caratterizzato da un processo stocastico a valori di-
screti. L’'analogiacon i modelli TAR ed EAR ¢ abbastanza evidente: in entrambi i casi
viene presain considerazione la possibilita che il comportamento della maggior parte
delle variabili economiche dipendain manieracruciale dallo stato in cui si troval’ eco-
nomiain quel particolare momento. Diverso einvecel’ approccio seguito nel modellare

2Per ulteriori dettagli sui modelli TAR, NLTAR e EAR si rimanda, fragli altri, a Priestley (1988) e Tong
(1990).
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Figura 2.1: Simulazioni di modelli AR, BL, EAR e SETAR con estrazioni da una
distribuzione Normale amedia 0 e varianza 4.
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queste eventualita. Mentre nei modelli TAR ed EAR il cambiamento di regime & de-
terminato davariabili osservabili tali dapermettere di conoscere con certezzail regime
passato e quello presente, nel modello M S lo stato prevalente in un dato momento non
pud mai essere determinato con esattezza poiché dipende da un processo stocastico non
osservabile. Si potranno allora assegnare soltanto delle probabilitaal diversi regimi e,
pertanto, a passaggio da uno stato all’ altro dell’economia. Tali probabilita dovranno
essere stimate assieme agli atri parametri del modello. Formal mente avremo:

Yt = ps, + Yt (2.9)

con
Ut = ¢1Yt—1 + - + Gpls—p + €1, et ~ iid N (0, 1) (2.10)

e dove {s;} indica il processo stocastico discreto non osservabile, la cui dinamica é
governata da una catena di Markov a N stati. In tal modo avremo che 1, = p1 Se
st = 1, us, = po quando s; = 2, e cosi via La caratteristica principale di una
catena di Markov a N tati € che, ad ogni istante ¢, la probabilita che s; assuma un
certo valoreintero j € {1,2,..., N} dipende dal passato solo attraverso il suo valore
pit recente s; ;. Inoltre, la probabilita che lo stato ¢ sia seguito dallo stato j, indicata
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con p;; e definita probabilitadi transizione, & raccoltain unamatrice P di dimensioni
N x N, notacome matrice di transizione:

P11 P12 " PIN
P21 P22 -+ D2N
p=| . 7 (2.11)
PN1 DPN2 °° DPNN
dove
pij +p2j+...+pnj=1 Vi=1,..,N. (2.12)

L'elemento dellarigai e dellacolonnaj di P rappresentala probabilitadi transizione
pij, Ovvero la probabilita che lo stato ¢ sia seguito dallo stato j (Hamilton, 1994).
L’ approccio appenadescritto si generalizzafacilmenteal casoin cui laprobabilitas; =
j dipende non solo dal valore di s; 1, ma anche da un vettore di variabili esogene.
Per ulteriori dettagli s rimanda comunque a Hamilton (1989 e 1994), Filardo (1992),
Diebold, Lee e Weinbach (1992) ed Avesani e Gallo (1996).

2.2 Modédli per lavarianza condizionata

Nella specificazione della varianza condizionata ci riferiamo all’ approccio ad etero-
schedasticita condizionatadi tipo autoregressivo (ARCH) che, a partire dalla suaintro-
duzione da parte di Engle (1982), ha riscosso grosso successo in ambito finanziario, sia
tragli accademici chetrai practitioners. In termini generali, considerando il generico
fenomeno y; (ad esempio il rendimento di un qualche attivo finanziario), la cui media
condizionataindicheremo con y+, avremo:

Yt = [t + €, € = e\ Py ne ~ 14d(0,1). (2.13)

Pit in particolare, ciascun modello per la varianza condizionata si contraddistingue
per la diversa specificazione funzionale assunta da h ;. Assumeremo inoltre che n; sia
normalmente distribuito®. In quel che segue presenteremo brevemente le principali

formulazioni parametriche proposte per h ¢, partendo dal lavoro di Engle (1982).

221 ARCH

Engle (1982) suggerisce di modellare la varianza condizionata h ; come funzione delle
g innovazioni a quadrato piu recenti. Il modello assume laforma

q
hi=w+ Y i (2.14)

i=1

Lerestrizioni w > 0 e«; > 0 Sono necessarie per garantire la positivita della varianza
condizionata, mentre il vincolo ay, ...,a, < 1 & necessario per non incorrere in una

3Per considerazioni sul caso in cui 7; segue una distribuzione di tipo t — Student si veda, fragli altri,
Hamilton (1994), Capitolo 21.
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varianza esplosiva che, se da un lato non & certamente impossibile, dall’atro non &
conforme con I'ipotesi sottostante di normalita. In questo modello, I'effetto di uno
shock avvenuto i periodi precedenti (i < g) sulla volatilita corrente &€ determinato dal
parametro «; (Engle e Ng, 1993). Per contro, le notizie piu vecchie di oltre ¢ periodi
non hanno alcun effetto su i+ Quindi, risultanaturale aspettarsi chea; < o peri > j,
ovvero le notizie piu vecchie hanno un impatto minore sulla volatilita corrente.

222 GARCH

Bollerslev (1986) generalizza il modello ARCH(q) fino ad includervi p ritardi del-
la varianza condizionata. Empiricamente, la famiglia dei modelli GARCH ha avuto
molto successo g, di questi, la specificazione GARCH(1,1) e risultata preferibile nella
maggioranzadei casi:*

ht =w + 0465_1 =+ Bht,1 (215)

I modello GARCH harappresentato un significativo miglioramentorispetto all’ ARCH
poiché ha permesso una pil parsimoniosa strutturadel ritardi delle innovazioni a qua-
drato nell’ equazione dellavarianzacondizionata. Intal modosi €ingradodi riprodurre
strutture di elevata persistenza nella dinamicadi h; impiegando un limitato numero di
parametri. Trale caratteristiche principali del processo GARCH vi € senz’ altro la sua
struttura autoregressiva a media mobile,

i =w (a+p)eiy — Blefy — hu1) + (& — he) (2.16)

dove la differenzatrai residui al quadrato e la varianza condizionata ha valore atteso
nullo. Cosi questi termini non sono altro che differenze di martingale e possono esse-
re interpretati come sequenze di white noise (WN). Dunque, il modello GARCH(1,1)
cosi riscritto pud essere visto come un ARMA(1,1) sul processo delle innovazioni a
quadrato. Trale implicazioni della (2.16) vi € la possibilita di stabilire, ameno in-
tuitivamente, le condizioni per la stazionarieta debole del processo GARCH (si veda
Bollerslev, 1986).

Infine, comei processi ARCH, anche quelli GARCH sono in grado di generare un
coefficiente di curtosi della distribuziuone non condizionata di €, maggiore di quello
delladistribuzione condizionata. Pertanto, risultano utili nellamodellizzazionedi quel-
le serie storiche caratterizzate dalla presenza, pitl 0 meno abbondante, di osservazioni
nelle code della distribuzione.

Nonostante I’ apparente successo di queste semplici parametrizzazioni dellavarian-
za condizionata, i modelli ARCH e GARCH non sono in grado di descrivere alcune
importanti caratteristiche delle seriefinanziarie. Trale piti notevi sono lanon-linearita
elapresenzadi effetti leverage o di asmmetriariscontrati per la prima volta da Black
(1976). Tali effetti consistono nel diverso impatto che le innovazioni positive e nega
tive hanno sulla varianza condizionata: una diminuzione dei prezzi degli attivi finan-
Ziari tende ad aumentare la volatilita in misura molto maggiore di quanto faccia un
incremento dei prezzi della stessa entitd. Queste considerazioni sono alla base di una

“Bollerdev, Chou e Kroner (1992), Bera e Higgins (1993) e Bollersiev, Engle e Nelson (1994).
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sconfinata letteratura sulla modellistica (G)ARCH che, allo stato attuale, pud vanta
re oltre mille articoli pubblicati. Dei pit importanti di questi modelli ¢i occuperemo
brevementein cio che segue.

2.2.3 ARCH esponenziale e ARCH in valore assoluto

Sebbenelo stesso Engle (1982) si concentri su una specificazione ARCH di tipo linea
re, nello stesso articolo ritiene probabile che altre formulazioni del modello possano
trovare riscontro oggettivo in molte applicazioni. Pertanto, propone due semplici ater-
native al modello lineare, I' ARCH esponenzialeel’ ARCH in valore assoluto, espressi
rispettivamente come:

hy = exp (w +arer_y ...+ aqef_q) (2.17)

h = w+ aqle—1| + - + agler—g] (2.18)

I modello esponenziale (2.17) hail vantaggio di avere una varianza sempre positiva;
tuttavia, come nota lo stesso Engle (1982), i dati generati da un simile processo pos-
siedono varianzainfinita, rendendo difficile sialastimade parametri che la successiva
fase di inferenza. 1| modello in valore assoluto (2.18), cosi come quello lineare, ne-
cessita dell’imposizione di restrizioni che assicurino la positivitadi h;, anche sei dati
generati da questo modello hanno varianzafinita per tutti i valori dei parametri.

2.2.4 GARCH non-lineare

EngleeBollerslev (1986) hanno stimato unavarieta di modelli GARCH per laserie del
tasso di cambio Dollaro U.S.A. — Franco Svizzero. | due autori mostrano risultati per
i soli due modelli con performance migliore. Si trattadi due specificazioni non-lineari
che, nel casoin cui ¢ = p = 1 assumono laforma

hi =w+ale—1|” + Bhiq (2.19)

2
he =w+a {2F (‘*71 - 1)} + Bhys (2.20)

dove F' indicalafunzione di distribuzione cumulata della normale. 11 modello (2.19)
rappresenta una semplice estensione di quello in valore assoluto di Engle (1982), men-
treil modello (2.20) rende una parametrizzazione nella quale la varianza condizionata
cambia a seconda dell’impatto di eZ_,. Il cambiamento di volatilita avviene nel con-
tinuo ed & determinato dalla funzione di distribuzione cumulata della variabile casuale
normale.

2.25 ARCH moltiplicativo

Geweke (1986), Pantula (1986) e Mihoj (1987) suggeriscono la seguente forma fun-
zionale per la varianza condizionata:

In(hy) =w+arln (6_;) + ... + oy ln (e_,) (2.21)
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Questa formulazione assicura la positivitadi h; per tutti i valori di . Geweke (1986)
dimostrachelalog-verosimiglianzadi questo modello & globalmente concava, renden-
done piuttosto semplice la stima di massima verosimiglianza. La principale critica a
guestaimpostazione & stata sollevatada Engle e Bollerslev (1986), i quali notano chela
funzione di verosimiglianza diventa indefinita se si incontra un valore dei residui pari

azero.

226 ARCH-M

Seguendoleindicazioni di Markowitz (1959), secondo cui unamaggiore variabilitaex-
ante di unaqualsiasi attivitafinanziariadebbanecessariamenteripercuotersi in un mag-
gior rendimento atteso, Engle, Lilien e Robins (1987) propongonoil modello ARCH-M
(ARCH in Media), originariamente specificato nellaforma

yr = g + 0o +€  con  op =/hy (2.22)
€ =MtV ht, ht ~ ARCH(q), ne ~ iid N(O, 1) (223)

In tal modo avremo che y.|I;—1 ~ (ut + 0oy, hy) per cui, se y; rappresentail ren-
dimento di un attivo finanziario, la sua media condizionata dipende in modo cruciale
dalla deviazione standard condizionata della componente non anticipabile al tempo ¢
(innovazione). L' impatto che una maggiore variabilitadi ¢, hasul livello di y; € misu-
rato dal parametro . Un valoredi ¢ statisticamente non significativo indica assenza di
effetti ARCH in media.

Tra le possibili estensioni del modello ¢'e la possibilita di considerare la varian-
za in luogo della deviazione standard condizionata nell’ equazione che descrive il li-
vello di y;, mentre diverse specificazioni per la dinamica di h; possono essere intro-
dotte. Considerazioni simili valgono per la specificazione dell’ equazione della media
condizionata.

2.2.7 Modello con deviazione standard autoregressiva

Schwert (1989) utilizza un modello in val ore assoluto per la deviazione standard con-
dizionatao; = v/h; ddl tipo

o =w+ ale—1| + Bor—1 (2.24)
I modello pud anche essere ricavato come caso particolare della (2.19) imponendo il
vincolo v = 1. Inoltre, Schwert (1990) lo impiega anche per descrivere I’ andamento
dellavarianza condizionata nel modo seguente:

he = (w + ale—1])? + Bhi (2.25)

Entrambe le formulazioni permettono un’evoluzione della volatilita simile a quella di
un modello GARCH standard.
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228 AGARCH

Il modello AGARCH (GARCH asimmetrico) € stato proposto da Engle (1990) e, nel
caso piul frequentein praticain cui ¢ = p = 1 assume laforma

hi =w+a(e1+7)° + Bhi (2.26)

Nella (2.26), un valore negativo del parametro v fa si che shock negativi abbiano un
impatto sulla volatilita maggiore di quello prodotto da shock della stessa taglia, ma
di segno opposto. [l modello e stato studiato indipendentemente anche da Sentana
(1991 e 1995), il quale si riferisce a questa specificazione come GQARCH (GARCH
quadratico), della quale ci occuperemo tra breve.

229 EGARCH

Nelson (1991) proponeil modello GARCH esponenzialeo, pit semplicemente, EGAR-
CH, nel quale si ipotizza una dinamica asimmetrica della varianza condizionata. Nel
caso EGARCH(1,1), si ipotizzacheil logaritmo naturale di h; seguail processo

In (ht) = w + Bln(hy1) +a <\|7ht—1_|1 - @) +7\;;;_1_1 (2.27)

Uno del vantaggi della specificazione di Nelson (1991) e chela (2.27) descriveil loga-
ritmo naturale di h,, per cui la varianza condizionata sara sempre positivaindipenden-
temente dalla positivita dei parametri « e 5. Nelson (1991) indica atre due caratteri-
stiche quali punti di forza della sua parametrizzazione rispetto a quellatradizionae. In
primo luogo, il modello GARCH non € in grado di spiegare il comportamento asim-
metrico di h; €, in secondo luogo, nel modello GARCH e difficile valutare se vi sia
persistenza 0 meno delle innovazioni sulla varianza condizionata. Tale persistenza
invece controllata dal parametro 3 nel modello EGARCH.

2210 NARCH

Higgins e Bera (1992) introducono la classe dei modelli ARCH non-lineari (NARCH)
espressa dallaformulazione

. ‘ 1/6
hi = [w6 +a; (effl)é + .ty (effq)é] (2.28)

Lacaratteristicaprincipaledi questaclasse di modelli & che, oltre acomprendereal suo
interno i modelli (2.19) e (2.21), hail pregio di permettere la verifica dell’ipotes di
linearita nell’ equazione della varianza condizionata contro diverse specificazioni non-
lineari. Gli autori derivano un test dei moltiplicatori di Lagrange, il quale € stato poi
maggiormente sviluppato e analizzato in Bera e Higgins (1992), ai quali si rimanda.
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2211 GJR

Il modello GJR di Glosten, Jagannathan e Runkle (1993) rappresentaun’ estensione del
GARCH includendovi un termine che cattura |’ evoluzione asimmetrica della varianza
condizionata. Per il caso ¢ = p = 1 avremo

hi =w+ ae;_; +7vS, 161 + Bhi—1 (2.29)

dove S;_, &lavariabile indicatrice che assume valore uno se lacondizionee,_; < 0
everaevaore zero atrimenti. |1 coefficiente v misurail diverso impatto che gli shock
negativi hanno su h;. Per essere in linea con le considerazioni di Black (1976), il
segno atteso di «y & positivo: gli shock negativi amplificano la volétilita. Infine, un v
statisticamente non diverso da zero indical’ assenza di effetti leverage.

2212 A-PARCH

Ding, Granger e Engle (1993) introducono la classe dei modelli ARCH a “potenza
asimmetrica’ (Asymmetric Power ARCH). Nel modello A-PARCH(1,1), la varianza
condizionata e espressa dall’ equazione

B =w+a(e|—ve1) + B8R (2.30)

dove I’asimmetria € introdotta dal parametro v, mentre 6 > 0. La caratteristica prin-
cipale di questaclasse di modelli &€ quelladi comprendere molte delle tradizionali spe-
cificazioni GARCH come casi particolari. Cosi ad esempio, § = 2 ey = 0 danno il
modello GARCH(1,1); il solo é = 2 rendeil modello GJR(1,1), mentre d = 1 implica
dinamiche simili a quelle del modello TGARCH di cui sotto. Dal momento che tutte
queste formulazioni sono incluse nellaclasse A-PARCH, untest del tipo rapportodi ve-
rosimiglianza (LR) pu0 essere impiegato per verificare la significativita dei parametri.
Di conseguenza, I'ipotesi nulla di uno specifico modello GARCH contro I’ alternativa
A-PARCH puo essere verificata con relativa facilita

2213 TGARCH

I modello Threshold GARCH & stato introdotto da Zakoian (1994). Lasua caratteristi-
caprincipaleédatadal fatto che ad essere modellatanon elavarianza, maladeviazione
standard condizionatac; = +/h:. Nellaversione TGARCH(1,1) il modello assume la
forma

or=w+atel | —a e |+ PBoi (2.31)

dove e = max (e;,0) e€; = min (e, 0). Questo approccio & strettamente connesso
aquello utilizzato da Tong e Lim (1980) e da Tong (1983) per I’ equazione della me-
dia condizionata. La deviazione standard condizionata e espressa come combinazione
lineare dei valori passati di ¢; e oy, mentreil regimein corso a tempo ¢ dipende dal
segno delle innovazioni passate. Si noti chela (2.31) puo essere riparametrizzatacome

o =w+ale 1| +vS;_j&1+ Bor (2.32)
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In questo modo, nel modello TGARCH(1,1), la deviazione standard condizionata pre-
senta la stessa forma funzionale del modello GJR(1,1). Inoltre, per at = o= = «
nella (2.31)e prendendo il valore assoluto delle innovazioni, si ottiene il modello di
Schwert (1989) (equazione 2.24). Equivalentemente, basta porrey = 0 nella(2.32).

2214 SWARCH

Hamilton e Susmel (1994) propongono un modello ARCH di tipo Markov-Switching
(SWARCH) dovesi assumel’ esistenzadi piti regimi di volatilita (nel caso pit semplice
se ne considerano solo due). |1l passaggio da uno stato di volatilita all’ altro & determi-
nato da un processo stocastico discreto {s; } non osservabile, la cui struttura dinamica
e regolata da una matrice di probabilita di transizione di Markov (si veda la Sezione
2.1). Si trattadi unanaturale estensionedell’ approcciodi Hamilton (1989) per lamedia
condizionataa caso di varianza non costante nel tempo. Formalmente avremo

Yt = [t + €, €t = €11/s, (2.33)
dove per €; si assume un’ evoluzione dinamicadi tipo ARCH(q):
€t =MV I, ne ~ @d N(0,1) (2.34)

Hamilton e Susmel (1994) considerano due diverse specificazioni per h;; unaé rappre-
sentatadal modello ARCH(q) di Engle (1982), I’ altra considera un termine aggiuntivo,
vS;_ 1€, alo scopo di catturare dinamiche asimmetriche nell’ evoluzione di ., se-
condo quanto descritto a proposito del modello GJR. Nel primo dei due casi parleremo
semplicemente di modello SWARCH(2V,q), dove N indica il numero di regimi con-
siderati, mentre nel secondo si parlera di modello SWARCH-L(N ,q), con la“L” che
indica un termine che tiene conto dell’ effetto leverage.

Nella (2.33), /g5, rappresenta un fattore di scala moltiplicativo per la dinamica
ARCH(q) di €; che assume valore ,/g; quando il processo si trovanello stato s; = 1,
valore ,/g> quando s; = 2, e cosi via. Il fattore per il primo stato, g1, viene normaliz-
zato ad uno tramite g; > 1 per j = 2,3,..., N. L’ideadi unasimile standardizzazione
e quella di descrivere il cambiamento di regime come cambiamento di scala del pro-
cesso. Condizionatamente alla conoscenza del regime corrente e dei regimi passati, la
varianzadi ¢; & datada

E(6§|Stast—1;---;St—qaet—la---76t—q) =
2

€2 ‘
w+ ap <6t_1 > +.tay < t=4 >] = 07 (8,5t 1, 5t_4)(2.35)

St—1 St—q

9s,

Il valoredi o7 &dunque determinato dallo stato di volatilita corrente e daquelli passati.
Per ulteriori dettagli ed estensioni si rimanda a Hamilton e Susmel (1994), Cai (1994),
Gray (1996) ed Avesani e Gallo (1996).

2215 GQARCH

Sentana (1991 e 1995) introduce il modello ARCH quadratico (QARCH). Il termi-
ne quadratico & utilizzato in quanto il modello pud essere interpretato come un’ ap-
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prossimazione di Taylor a secondo ordine di una qual che funzione incognita che de-
scrive I'evoluzione della varianza condizionata. Nel caso generalizzato, il modello
GQARCH(1,1) assume laforma

ht =w+ 0465_1 + YE€t—1 + Bht,1 (236)

dove il parametro v determina una dinamica asimmetrica per h;. S noti che que-
sto modello & identico a quello AGARCH di Engle (1990), anche se diverse sono le
motivazioni che introducono le due formulazioni. Engle (1990) motiva la sua specifi-
cazione per h; come funzione di una parabolanon centrata (si veda anche Engle e Ng,
1993), mentre Sentana (1991 e 1995) fariferimento all’ approssimazione di Taylor. La
speranza e che la duplicazione di acronimo non crel confusione.

2.2.16 VSGARCH

Il modello ARCH con cambiamento di volatilita (Volatility-Switching) é stato introdot-
to daFornari e Mele (1996). In esso, la varianza condizionata segue il processo

2

€
h =w+ aef,l + Bhi—1 + 7Si—1 ht71 (2.37)
t—1
conS;_1 =1,5e¢ >0,5_1=0,%¢ =0e85;_1 = —1,se¢ < 0. Il termine

€2_, /ht—1 misuraquanto un determinato residuo al quadrato deviadal suo valoreatteso
hs, mentre S; indicail segno del t-esimo residuo. |l modello (2.37), ad esempio, &in
grado di generare dati dove grandi shock inattesi di segno negativo aumentano A ¢,
grandi shock di segno positivo diminuiscono A, piccoli shock negativi diminuiscono
hy e piccoli shock positivi aumentano h;. 11 livello dell’ asimmetria dipende invece dal
parametro vy, oltre che dallaforzarelativa dei residui.

Fornari e Mele (1997) propongono unaleggera estensione della (2.37), nellaquale
sono inclusi due parametri aggiuntivi:

2
hi = w1 + Oq(-i,%,l + Brhi_1 + <WQ + age?,l + 52:;—1> Si_1 (238)
t—1
La principale questione sollevata da Fornari e Mele (1996 e 1997) e che la volatilita
corrente e in parte determinatadagli shock inattesi di quella passata.

2.3 Consderazioni conclusive

In questo Capitolo sono stati presentati i principali modelli non-lineari per la media
condizionata utilizzati in letteratura e ci siamo poi soffermati sulla descrizione dei mo-
delli (G)ARCH che, apartiredal lavoro di Engle (1982) primae daquello di Bollerslev
(1986) poi, hanno riscosso un enorme successo nel descrivereladinamicadellavarian-
zacondizionatadelle serie storichefinanziarie. Lacaratteristicacomune alagran parte
delleformulazioni presentate, siaper lamediache per lavarianzacondizionata, &€ quella
di cercaredi formalizzare|’idea dell’ esistenzadi un limitato numero di regimi, o stati,
che caratterizzano I’ economia. In questo ambito si collocano, ad esempio, i modelli
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TAR, EAR, NLTAR, Markov-Switching (per la media condizionata) e quelli GARCH
non-lineari, GJR, TGARCH, SWARCH e VS-GARCH (per la varianza condizionata).
Concettualmente, i modelli con cambiamento di regime possono essere pensati come
un insiemedi formulazioni lineari, ciascunadelle quali corrispondente ad un particola-
reregime. Lediversitatrai vari modelli dipendono dal modo con cui lo stato prevalente
in un determinato momento evolve nel tempo. Cosi € possibile distinguere due classi

generali di modelli: quelli della prima classe assumono che il cambiamento di regime
sia determinato da una variabile osservabile, mentre quelli della seconda classe ipotiz-
zano cheil passaggio da uno stato all’ altro sia caratterizzato da un sottostante processo
stocastico non osservabile. Si noti che, nel primo caso, il regime in corso e quello
immediatamente precedente sono noti con certezza (nonostante siano stati individuati

mediante tecni che statistiche), mentre, nel secondo caso, hon sapremo mai con esattez-
zaqualesiail regimein corso ad un certo istante ¢, ma potremo soltanto assegnare una
certa probabilita alla sua manifestazione. E questo il caso dei modelli di tipo Markov-
Switching, ampiamente discussi da Hamilton (1989) e la cui estensione all’ equazione
della varianza condizionata (modelli SWARCH) e avvenuta per opera di Hamilton e
Susmel (1994). Al primo gruppo di rappresentazioni con cambiamento di regime ap-

partengonoinvecei modelli TAR, EAR, TGARCH, VS-GARCH, ecc. Di questaclasse
fa parte anche la famiglia dei modelli a transizione liscia che presenteremo nei capi-
toli successivi. In tali modelli, s ammette la presenza di piu stati dell’ economia e
la transizione da un regime all’ altro avviene gradualmente sulla base di una qualche
relazione funzionale. Tra le caratteristiche principali dei modelli vi € quelladi com-
prendere molte delle formulazioni descritte in questo Capitolo come casi particolari,
sia per lamedia (Smooth Transition Autoregressive Models, STAR) che per lavarianza
condizionata (Smooth Transition GARCH, STGARCH). Di questi modelli e delleloro
proprietaci occuperemo nei Capitoli successivi.
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Capitolo 3

Modelli autoregressivi a
transizioneliscia

Lamodernaeconometria sulle serie temporali ha proposto unavasta gammadi rappre-
sentazioni non-lineari. L' abbondanza di soluzioni diverse pone problemi per I’ utiliz-
zatore poiché non & generamente in grado di decidere quale tipo di modello adattare
ai dati. Costruire una procedura utilizzabile per specificare un appropriato modello o
famigliadi modelli, richiede inevitabilmente di restringereil campo di scelta.

Haggan, Heravi e Priestley (1984)! assumono che |’ equazione da stimare faccia
parte della famiglia dei modelli stato-dipendenti, dove le variabili economiche ven-
gono modellate definendo differenti stati, o regimi, dell’economia, ed anmettendo la
possibilitacheil comportamento dinamico di tali variabili dipenda esclusivamente dal-
lo stato attivo in quel particolare momento. Questa classe contiene molte formulazioni
ben note in letteratura: si spazia dai modelli lineari di tipo ARMA, a quelli bilineari
(BL), autoregressivi esponenziali (EAR), autoregressivi di tipo threshold (TAR), fino
ad arrivare ai piu recenti modelli autoregressivi atransizioneliscia (STAR).

Scopo di questo Capitolo eintrodurrei modelli autoregressivi atransizionelisciae
discuterne le principali caratteristiche che saranno poi analizzate nei Capitoli successi-
vi. Con riferimento agli articoli di Terasvirta (1994) ed Eitrheim e Terasvirta (1996),
|adiscussione € basata sulla presentazione di una proceduraempiricadi specificazione
dei modelli, arricchita da una esemplificazione su dati reali.

I Capitolo s sviluppa come segue: nella Sezione 3.1, dopo aver derivato i mo-
delli STAR a partire dalla rappresentazione stato-dipendente, ne vengono discusse le
proprietae possibili generalizzazioni, mentre la Sezione 3.2, oltre a presentare sinteti-
camente la procedura empiricadi specificazione dei modelli, introduce la serie storica
oggetto di analisi nel resto del Capitolo. Le Sezioni successive (3.3-3.8) si concentrano
sui singoli punti dellaproceduradi specificazione, mettendo di voltain voltain eviden-
za come questa operi in pratica, con riferimento alla serie del Tasso sui Fondi Federali
U.S.A. Infine, la Sezione 3.9 presenta alcune considerazioni conclusive.

1Si veda anche Priestley (1980).

29



30 CAPITOLO 3. MODELLI AUTOREGRESSIVI A TRANSIZIONE LISCIA

3.1 | moddli

Seguendo Haggan et al. (1984), la rappresentazione stato-dipendente per una serie
temporae univariatay:, t = 1, ..., T, assume la seguente forma non-lineare:

Ye — O1(Xe—1)Yt—1 — oo — Pp(Xe—1)Yt—p = p(Xe—1) + € +Y1(Xe—1)€t—1 + ...
e+ lbq(xtfl)qfq (31)

dove {¢,} € unasequenzadi errori casuali indipendenti, norma mente e identicamente
distribuiti, con mediazero evarianzacostante o 2. x; 1 = (Yt 1, s Yt—p, €115 vy €t —g)
rappresenta il vettore di stato, o regime, del processo {Y;}. x;—; indicache la sola
informazione rilevante per la dinamica futura di y; € contenuta nel vettore di stato,
insieme con il valore futuro di {e:}; ¢s(x¢—1), 4 = 1,..,pev;j(x¢-1),j = 1,...,q
esprimono una rappresentazione locale del modello non-lineare.

Lamodellisticastato-dipendente estendel’ideadei modelli di tipo ARMA a casoin
cui un processo {Y; } segue un’ evoluzionenon-lineareil cui comportamento puo essere
|ocal mente rappresentato daun modello lineare. In questo contesto, il termine“locale”
e riferito a piccole deviazioni del processo dal suo stato corrente. Alternativamente,
si potrebbe dire che questi modelli permettono alla dinamica di v, di variare tra un
infinito numero di regimi, poiché i parametri sono funzioni delle variabili di stato?.
Questa interpretazione dei modelli stato-dipendenti ci consente di considerarli parte
della classe dei modelli con cambiamento di regime, i quali possono essere pensati
come un insieme di parametrizzazioni lineari, ognunadelle quali corrispondente ad un
particolare regime del processo. Ad ogni istante sara attivo solo uno dei modelli (o una
loro combinazionelineare), in corrispondenzadel regime in corso.

Specificando opportunamentelaformadei coefficienti incogniti p(x ¢—1), ¢i(x¢t—1)
e;(x¢—1), & agevole mostrare come dalla (3.1) si ricavino i modelli tradizionali de-
scritti nella Sezione 2.1. Ad esempio, se assumiamo che i1, {¢;} e {¢;} siano costanti
eindipendenti dax; 1, s derivasubito il modello ARMA(p,q), che hacome casi par-
ticolari i pitt semplici AR(p) e MA(q). In modo assolutamente analogo si ottengono i
modelli bilineari, EAR, TAR, ecc®.

Quello a cui siamo interessati in questa sede & mostrare come dalla (3.1) si rica-
vino i modelli autoregressivi a transizione liscia (STAR). Assumiamo chey; = 0V,
p(xi—1) = mo + OoF (5157, ¢) € i(x¢—1) = mi + 0:F (s¢;7,¢), 1 = 1,...,p € dopo
qualche passaggio agebrico, 1a (3.1) diventa:

Yt = o + 7TIWt + (90 + alwt)F(st;’Y? C) + €, t= ]-7 7T (32)

dover = (m1,..mp) , 0 = (61, ..., 0p) , W = (Yt—1, -, Yt—p)' €€ ~ iid N(0,02). In
termini espliciti, 1a (3.2) puo essere scritta come:

Ye = o+ mYs—1+ .. +TpYe—1 + (0o +01ye—1 + ... + Opys—1) F (5457, ¢) + & (3.3)

2|n questo contesto ci limitiamo a considerare il vettore di stato composto da sole variabili osservabili o
datrend temporali; la presenza di variabili latenti esula dalla nostra trattazione. Pit in dettaglio, seil vettore
di stato e caratterizzato da un processo stocastico non osservabile la cui dinamica & governata da una catena
di Markov, dalla (3.1) s ricava la classe dei modelli Markov-Switching, sviluppati da Hamilton (1989) e
discussi nella Sezione 2.1.

3Per ulteriori dettagli si rimanda al lavoro di Haggan et al. (1984).
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In generale, 1a(3.2) rappresentalaclasse dei modelli autoregressivi atransizioneli-
scia(STAR), dovelanon-linearitaeintrodottadallafunzionedi transizione F'(s ¢; v, ¢).
Si tratta di una funzione continua, assunta almeno due volte differenziabile, di solito
limitata tra zero ed uno, della quale sono comunemente considerate due formulazioni:
logistica ed esponenziale®. Se ipotizziamo che

_ 1
~ 1+exp{—7y(st —c)}’

aloraabbiamo il modello STAR logistico (LSTAR), mentre se consideriamo

F(st;7,¢) v>0 (3.4)

F(St;'% C) =1- exp{_q/(st - 0)2}7 v > 0 (35)

otteniamo il modello STAR esponenziale (ESTAR). Nella (3.4) e nella(3.5), s indica
lavariabile di transizione e pud essere una variabile endogenaritardata (s ; = y;_q4 per
un certo intero d > 0), una variabile esogena (s; = zy:), 0 unafunzione di variabili
endogene ritardate /o esogene (s; = h(-) per acunefunzioni k). Un'atra possibilita
equelladi considerare s; uguae a (o funzione di) un trend temporale (s; = ¢ oppure
st = h(t)), ottenendo in tal modo il modello autoregressivo con parametri che variano
gradual mente (smoothly) nel tempo (TV-AR), introdotto da Lin e Terasvirta (1994) °.

La funzione di transizione e caratterizzata anche dai parametri v e c. |l primo,
vincolato ad assumere valori strettamente positivi a causa di unarestrizione di identi-
ficazione, esprime il grado di lisciamento della funzione, mentre il secondo indicala
sogliadi passaggio da un regime all’ altro del modello®.

3.1.1 Proprietade modelli STAR

In questa sezione ci proponiamo di sottolineare piu dettagliatamente le caratteristiche
del moddlli STAR, mettendo anche in evidenza come contengano a loro interno
atrefamiglie di modelli come casi particolari.

Con riferimento a modello STAR logistico (LSTAR), ottenuto dalla (3.2) insieme
conla(3.4),

1
1+ exp{—7(st — )}

possiamo subito evidenziare che per v = 0 il modello diventalineare, ed in particolare
un modello autoregressivo di ordine p. |1 modello diventalineare anche quando 6 o = 0
ef =0.

4Chan e Tong (1986) hanno utilizzato la funzione di distribuzione cumulata della normale standard. 11
loro modello non ha, tuttavia, riscosso grosso favore in pratica poiché la derivazione del test di linearita & in
tal caso, pit complicata rispetto alle soluzioni logistica ed esponenziae.

yr = mo + 7wy + (6o + 0'wy)

+ €, >0 (3.6)

ritardate, variabili esogene e trend temporali. In tal modo perd si complica il modello, incontrando problemi
infasedi stimadei parametri. E pertanto preferibile unarappresentazione pitl parsimoniosa rispetto auna piti
ricca, quando il miglioramento in termini di bonta di adattamento ai dati non & tale da giustificare I’ aumento
eccessivo del tempi di stima.

6Ad esempio, il passaggio da unafase di recessione ad unadi espansione dell’ economia, il quale avviene
pit 0 meno gradualmente a seconda del valore di .
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Figura 3.1: Funzionedi transizione logistica per diversi vaori di v ec = 0.
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Per ~ che tende a zero, la funzione logistica tende ala costante 0.5; mentre se
tendeall’infinito, essatendeallafunzioneindicatrice S(s; > ¢), cheassumevaloreuno
selacondizioneé vera (s; > ¢) evalore zero atrimenti. Di conseguenza, il passaggio
trai dueregimi, ottenuti in corrispondenzadi F'(s;y,c) = 0 e F(s¢;y,¢) = 1, diventa
quas istantaneo per s; = c.” Al limite (y — oc) avremo che il modello LSTAR
coincide con il modello autoregressivo di tipo threshold a due regimi (TAR). Inoltre, se
s¢ = ys_a, il modello & detto self-exciting TAR (SETAR).8

LaFigura3.1 mostral’ andamento dellafunzione di transizione logistica per diversi
vaori del parametro y. Come si pud vedere, giaper v = 25, il passaggio da un regime
all’altro diventa quasi istantaneo, mentre piu v € piccolo (ma pur sempre positivo),
tanto piu il cambiamento di stato risulta graduale.

La Figura 3.2 mostra alcune simulazioni ricavate dal modello LSTAR

1
+ €
L+exp{—y—1}

yr = mo + myi—1 + (B0 + O1y:—1) (3.7)

per diverse combinazioni dei parametri 7; €6;,7 = 0,1 econ~y ec fiss rispettivamente
pari ad uno e zero (si vedala Figuraper tutti i dettagli). Il numero di simulazioni & pari
a200 eil termine di disturbo & ricavato estraendo dei numeri casuali a partire da una
distribuzione Normale a media zero e varianza quattro.

| due regimi sono associati a piccoli o grandi valori, relativamente ala soglia c,
dellavariabile di transizione s;. Questa caratteristica ci suggerisce di utilizzare il mo-
dello LSTAR quando il comportamento di i, € tale da mostrare la presenza di asim-
metrie nella sua evoluzione. Ad esempio, nella letteratura sul ciclo economico si &
soliti distinguere comportamenti asimmetrici delle variabili economiche a seconda che
I’economiasi trovi in unafase di espansione o in unadi recessione.

7Si noti che F'(c;,c) = 0.5.
8Una esauriente trattazione dei modelli TAR e SETAR pud essere trovata in Tong (1990).
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Figura 3.2: Alcune simulazioni di processi STAR logistici cony = 1, ¢ = 0 ed
St = Yt—1- (a.) w9 = 0.2, m = 0.5,0p =0.1e6; = —0.5. (b) w9 = 0.1, 7 = 0.8,
fp = —0.1e6; = —0.3. (C): w9 = —04,m = —0.6,0) = 0.2e6, = 0.5. (d)
o = 0.1, m = 0.9, 90 =-0.3 901 =-0.9.
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Altre volte pud essere conveniente associare il cambiamento di regime a piccoli o
grandi valori di s; presi invaloreassoluto. A titolo esemplificativo, si potrebbe pensare
che il comportamento del tasso di cambio reae dipenda dall’ entita delle deviazioni
dalla parita del potere d’acquisto (PPP). In particolare, si ipotizza che la relazione di
equilibrio descritta dalla PPP sia mantenuta dai profitti da arbitraggio su merci. La
presenzadi costi di transazione, comei costi di trasporto e stoccaggio, puo dar luogo a
divers stati di evoluzione del tasso di cambio reale. Questo implical’ esistenzadi una
bandaintorno al tasso di equilibrio all’interno dellaquale non ¢’ € latendenza del tasso
di cambio realearitornareverso il suo valoredi equilibrio. Al di fuori di questabanda,
I’ arbitraggio su merci diventa vantaggioso, spingendo di nuovo il tasso di cambio reale
al’interno della banda.® Dinamiche simili a quella descritta possono essere ottenute

9Per alcune applicazioni si vedano Michael, Nobay e Peel (1997). Altre applicazioni dei modelli ESTAR
relative al’ aggiustamento di lungo periodo della domanda di moneta si possono trovare in Michael, Nobay
e Peel (1999).
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Figura 3.3: Funzione di transizione esponenziae per diversi valori di v ec = 0.
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Variabile di transizione

utilizzando unafunzione di transizione esponenziale del tipo della (3.5) nella (3.2):
yr = o + 7wy + (6o + 0'wy) (1 — exp{—7(s: — ©)*}) + e, vy>0 (398

Il risultante modello STAR esponenziae (ESTAR) diventa lineare per v = 0 o per
6o = 0 e = 0. In Figura 3.3 & riportato I’andamento della funzione di transizio-
ne esponenziale per diversi valori di «v. Se facciamo tendere v a zero o al’infinito,
in entrambi i casi la funzione di transizione tende alla costante 1 e il modello diven-
talineare. Inoltre, a differenza del modello logistico, quello esponenziale non ha il
modello (SE)TAR come caso particolare. Tuttavia, la rappresentazione ESTAR costi-
tuisce una sottile generalizzazione di quella EAR proposta da Haggan e Ozaki (1981);
quest’ ultimasi ricavadalla (3.8) assumendofy = 0 ec = 0.0
Alcune simulazioni di modelli ESTAR

Yo = mo + mye—1 + (6o + O1ye—1) (1 — exp{—yy;_1}) + & (3.9

per diverse combinazioni dei parametri 7; e6;,7 = 0,1 econ~y ec fiss rispettivamente
pari ad uno e zero sono riportate in Figura 3.4.

3.1.2 Alcune generalizzazioni

Lo scopo di questa sezione € quello di presentare sinteticamente delle estensioni dei
modelli STAR, alcunedelle quali saranno analizzatein modo piu dettagliato nei capitoli
SuCCessiVi.

Le generalizzazioni che consideriamo possono essere ripartite in due gruppi: un
primo gruppo riguarda la parte deterministica del modello, mentre un secondo gruppo
si riferisce alla parte stocasticae;.

1ONella formulazione originaria di Haggan e Ozaki (1981), s & pari ad una delle variabili endogene
ritardate del vettore di stato (generalmente y—1).
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Figura 3.4: Alcune simulazioni di processi STAR esponenziali con estrazioni da una
distribuzione Normale amedia O e varianzadecony = 1,c = 0ed s; = y;_1. (&):
o = 0.2, m = 0.5, 90 =0.1 901 = —0.5. (b) Ty = 0.1, T = 0.8, 90 = -01e
91 = -0.3. (C): o = —0.4,71'1 = —0.6,90 =0.2 991 =0.5. (d) Ty = 0.1, m = 0.9,
0o = —0.3e6; = —0.9.
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Riguardo al primo gruppo di condizioni, nella Sezione 3.1 € stata presentata la
classe dei modelli autoregressivi a transizione liscia (STAR) espressa dalla (3.2). In
quella sede s & assunto che il vettore w, fosse composto da sole variabili endogene
ritardate. Una possibile estensione € quella di alargare la composizione del vettore
wy, e quindi dell’insieme informativo a disposizione, fino a comprendervi k variabili
esogene; chiameremo w7 il vettore cosi risultante:

Wi = (Yt—1, - Yt—ps 2115 ~-~zkt)l
Intal modo la (3.2) pud essere cosi riscritta:
yr = mo + 7 Wi + (6o + 0" W) F(s¢;7,¢) + €, t=1,..,T (3.10)

e assume la denominazione di classe dei modelli a transizione liscia (STR), ! dovei

Al limite il vettore w} pud essere composto da sole variabili esogene, in analogia a modello di
regressione classico.
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vettori 7* e 8* sono composti dam = p + k componenti.

Seguendo Granger e Terasvirta(1993), un’ altrapossibilitasi riferisce all’ argomen-
to dellafunzione di transizione F'(s;y,c¢). Si e visto che sialafunzione logistica che
quella esponenziale sono caratterizzate dallavariabile di transizione s ; e dai parametri
v ec. Seassumiamo che z; = (s; — ¢), la(3.4) ela(3.5) possono essere cosi riscritte;

1
F = 311
(Zt) 1+ eXp(_,yzt)a Y >0 ( )

F(z) =1-exp(—7z7),  7>0 (312)

Un particolare modello STAR'? pud essere definito assumendo nella (3.11) e nel-
1a(3.12) z; = (y4—q—7o— 7' Wi—gq),d > 0. Si trattadel modello STAR con deviazione
(STAR-D) nd quale lanon-linearita & determinatadallo scarto trai valori passati della
variabile dipendente per un certo d > 0 e un valore fisso, espresso dalla parte lineare
del modello. Si puo ulteriormente generalizzare il modello nel modo seguente:

D

= Z(yt—d — o — T'Wi_a), v>0 (3.13)
d=1

In modo pit compatto si pud scriverela (3.13):

D
=Y G 7>0 (3.14)
d=1

dove€; g =yi q—mo —'wi_gq,d > 0. Inserendo€;_4 nella(3.11) enella(3.12), s
ottiene rispettivamente:

1
F(Eraiy) = — >0,d>0 3.15
( t—d ’7/) 1+eXp{_’Y(€t—d)} Y ( )
e
F(€—a;) = 1 —exp{—(&_,)}, v>0,d>0 (3.16)

che, nella(3.2) a posto di F'(sy;y, c) danno luogo a modelli LSTAR-D ed ESTAR-D.

Il secondo gruppo di estensioni riguarda il termine di disturbo ¢;. Si € ipotizzato
che ¢; fosse indipendente, normalmente e identicamente distribuito con media zero e
varianzacostante o2. L’ipotesi di normalita non e strettamente necessaria e puo essere
rilassata fino ad assumere che ¢; Sia una sequenza di differenze di martingale rispetto
alastoriapassatadi y;, indicatacon I,y = {y;—1,¥t—2, ..., y1 }:

E[Gt|[t_1] =0 t= 2, 3, (317)
L'ipotes di normalita congiunta degli €, € utilizzata in fase di stima in quanto, cosi

facendo, le stime dei minimi quadrati non-lineari (NLS) sono equivalenti ale stime
di massima verosimiglianza. La piu semplice ipotesi di differenze di martingala &

12Quanto diremo vale sia che consideriamo w; (STAR), saw} (STR).
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sufficiente per interpretare le stime NL S come stime di quasi-massima verosimiglianza
(Davidson e MacKinnon, 1993).

La(3.17) non basta ad escludere la possibilita che momenti di ordine superiore, ad
esempio la varianza, dipendano dai valori passati di y;. Nel seguito di questo Capitolo
consideriamo valida I'ipotesi di non dipendenza di ¢, dalla storia passata per i mo-
menti di ordine superiore a primo, ma s tenga presente la possibilita che la varianza
condizionatadi ¢; possa non essere costante:

El|L;-1] = h (3.18)

dove h; pud seguire, ad esempio, unadinamicadi tipo GARCH. Condizionatamente a
I; 1, avremo dunque che
€t|ls—1 ~ (0, hy). (3.19)

Questa eventualita sara analizzata in modo specifico nei Capitoli successivi.

3.2 Proceduraempirica di specificazione

Il primo problema che il ricercatore deve affrontare quando si appresta ad analizza-
re un fenomeno economico dal punto di vista statistico-econometrico consiste nella
specificazione del modello pitiidoneo da adattare ai dati.

In certi casi € la teoria economica a suggerire un certo tipo di rappresentazione;
il pit delle volte, invece, lateoria economica non € in grado di fornire un contributo
apprezzabile nella selezione del modello. E questo il caso dell’analisi statistica del-
le serie temporali nel cui ambito, a partire dai dati, si cercadi selezionare il modello
che meglio degli altri li interpola, procedendo essenzialmentein modo del tutto ateori-
co. A differenza dell’ approccio strutturale classico, sembra che questo secondo modo
di procedere porti a miglioramenti significativi nei risultati ottenuti, prevalentemen-
tein fase di previsione. Tuttavia, non essendo vincolato da alcuna teoria sottostante,
il ricercatore € libero di scegliere il modello che ritiene piti opportuno tra tutti quelli
che superano una determinata batteria di test. Cosi facendo diventa difficile fornire
un’ accuratainterpretazione economicadei risultati ottenuti.

Granger (1993) suggerisce di utilizzare una procedura che va dallo specifico a
generale quando si vogliono impiegare modelli non-lineari per descrivereil comporta
mento e le caratteristiche di una particolare variabile economica.

La strategia proposta da Terasvirta (1994) per la specificazione dei modelli autore-
gressivi a transizione liscia (STAR) segue le raccomandazioni di Granger (1993) e si
basa sui seguenti passi successivi:

1. Specificare un appropriato modello lineare autoregressivo di ordine p [AR(p)]
per lavariabile oggetto di indagine.

2. Testare I'ipotesi nulla di linearita contro I’ alternativa di non-linearita di tipo
STAR, per diverse scelte della variabile di transizione s;.

3. Sel’ipotes di linearita € rifiutata, selezionare laformadella funzione di transi-
zione F'(s¢; 7, ¢), un’ appropriatavariabile di transizione, e scegliere frale para-
metrizzazioni LSTAR, ESTAR, LSTAR-D o0 ESTAR-D.
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Figura 3.5: Andamento del Tasso sui Fondi Federai U.SA. Dati mensili
destagionalizzati, luglio 1954 — settembre 2000.
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4. Stimarei parametri del modello scelto.
5. Valutare il modello stimato attraverso I’ applicazione di diverse batterie di test.
6. Madificare, se necessario, il modello stimato (eritornarea punto 4).

7. Utilizzare il modello per scopi descrittivi, di previsione o di simulazione.

Ciascuno di questi punti sara dettagliatamente analizzato nel paragrafi successivi
dove affiancheremo ad una trattazione teorica del singolo argomento, considerazioni
empiriche su dati reali. A tale scopo, consideriamo la serie del Tasso sui Fondi Fe-
derai U.S.A., la cui ampiezza campionariavadal luglio 1954 a settembre 2000, dati
mensili destagionalizzati, per un totale di 555 osservazioni. In Figura3.5 eriportatala
dinamica della serie per il periodo considerato. L’ osservazione del grafico lascia pre-
sagire la possibilita che la serie sia caratterizzata dalla presenza di una radice unitaria,
eventualita che viene confermatadal test ADF'3, lacui statistica test & pari a-2.5801 e
si trova ampiamente nella regione di accettazione dell’ipotesi nulla, limitata dai valori
critici tabulati di -3.4446 e -2.8671, rispettivamente per o = 0.01 e 0.05. Per questa
ragione si € deciso di applicare ai dati I’ operatore differenze prime, ricavando cosi la
serie delle variazioni mensili, il cui andamento é riportato in Figura 3.6. La modélli-
stica presentatanel seguito del Capitolo saraquindi applicataalla serie delle differenze
prime, mentre il campione utilizzato per la stima si riferira al periodo agosto 1954 —
dicembre 1994.14 | periodo rimanente (gennaio 1995 — settembre 2000) potra essere
impiegato per unavalutazione del modello in un contesto di tipo ex-post.

13per un’ eccellente trattazione del test Augmented Dickey-Fuller per |a presenza di radici unitarie su dati
finanziari, s rimanda a Gallo e Pacini (2002). Inoltre, per un’estensione del test al caso Smooth Transition
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Figura 3.6: Differenze prime del Tasso sui Fondi Federali U.S.A., agosto 1954 —
settembre 2000.
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3.3 Specificazione del modello lineare AR(p)

L’ elemento principale da considerare nella specificazione del modello lineare AR(p)
per la media condizionata € la scelta dell’ ordine autoregressivo p. In tale contesto,
si dovrebbe fare in modo che i residui del modello stimato corrispondano appros-
simativamente ad un white noise (WN); questo perché i test di non-linearita utiliz-
zati nei passi successivi sono sensibili ala presenza di autocorrelazione residua. *°
Questa evenienza pud essere sufficiente per rifiutare I'ipotesi nulla di linearita; in
un tale contesto & pertanto preferibile una sovra-parametrizzazione piuttosto che una
sotto-parametrizzazione del modello.

L'assenza di autocorrelazione congiunta nei residui fino ad un certo ritardo & &
solitamente verificatamediante lastatistica () di Ljung-Box (1978) (Portmanteau test):

7(©)

Quu(k) =T(T'+2) 3~ 7=

(3.20)

VR

Jj=1

dove fj;(€) rappresenta la j-esima autocorrelazione stimata dai residui del modello
lineare ed & data da

T PPN
_ D Gtftj
- T 4

> e €

ADF si vedano Leybourne, Newbold e Vougas (1998) e Mills (1999).

14per un totale di 485 osservazioni. Si noti che, anche nel sottocampione considerato, I’ipotesi nulla di
radice unitaria non pud essere rifiutata. Infatti, a fronte di valori critici tabulati di -3.4462 (o = 0.01) e
-2.8678 (o = 0.05), la statistica ADF € pari a-2.4072.

155 veda atal proposito Granger e Terasvirta (1993) o Terasvirta (1994).

p; (@) . j=0,1,2,.. (3.21)
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mentre 7" indica il numero di osservazioni. Sotto I’ipotesi nulla di assenza di autocor-
relazione congiuntadal ritardo 1 d ritardo k, lastatistica @) (k) haunadistribuzione
asintoticadi tipo x? con (k —r) gradi di liberta, dover €il numero totale dei parametri
stimati .26

Qualorai modelli lineari stimati candidati ad essere selezionati siano piu di uno,
s e soliti sceglieretradi impiegando delle tecniche di identificazione automatica
(Piccolo, 1990). Tra tutte le varieta presenti in letteratura, € frequente utilizzare il
criterio di informazione di Akaike (1974):

-2¢  2r

AIC = — + — 22
C T + T (3.22)
oppureil criterio di Schwarz (1978):
-2  rlogT
= — 2
SC T + T (3.23)

dove, d solito, r € il numero del parametri stimati, 7' € il numero di osservazioni,
mentre £ € il valore della funzione di log-verosimiglianza calcolato utilizzando gli r
parametri stimati. |l valore di p che minimizza I’ espressione di AIC o SC & scelto
come ritardo appropriato per il modello autoregressivo.

Conriferimento allaserie delle differenze prime del Tasso sui Fondi Federali U.S.A.
(Ay,), I applicazione della proceduradescritta portaal modello stimato mostratoin Ta-
bella 3.1, mentre la Tabella 3.2 riporta le principali diagnostiche calcolate sui residui
di stima.

Tabella 3.1: Stimadel modello AR(p) sulla serie del Tasso sui Fondi Federali U.S.A.
Variabile dipendente: Ays.
Regressori | Stima  Std. Error

Ay 0.4186 0.0448
VAV /I -0.1126  0.0453
Ayi_y -0.1281  0.0421
Ayi_q -0.1612  0.0445
Ayi_g 0.1392 0.0483
Ayi_g 0.1088 0.0455
Ayi_11 -0.1366 0.0420
Ay_13 0.1276 0.0421

AlC 1.6528
SC 1.7233
Log-Lik -382.0731

Come s puo notare, a fronte di una curtosi molto elevata e di una significativa
asimmetria a sinistra della distribuzione empiricadei residui, il test Jarque-Bera porta
a rifiutare abbondantemente I'ipotesi di normalita. Inoltre, se da un lato il modello

16Nel caso in cui il modello stimato siaun AR(p) pill un termine costante, r = p + 1. Se la costante non
c'e dlorar = p.
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Tabella 3.2: Diagnostiche sui residui di stima del modello AR(p) sulla serie del Tasso
sui Fondi Federali U.S.A.

Ge 0.5436

Skewness -2.6731

Curtosi 40.78
Test Statisticartest  p-value
Jarque-Bera | 286329  0.0000
Qrp(15) 6.648 0.4664
QLp(24) 21.02 0.1776
Q15(30) 34.236 0.0465
ARCH(1) 1.1127 0.2915
ARCH(4) 19.2638  0.0007

stimato non lascia presenza di autocorrelazione seriale nei residui, dall’atro non éin
grado di modellare adeguatamente la persistenza presente nella varianza condiziona-
ta della serie, come evidenziato dal test ARCH. Tali inefficienze non possono essere
rimosse semplicemente aumentando I’ ordine autoregressivo del modello o inserendo
atre variabili esplicative. Una piu accurata analisi di specificazione rivolta al passag-
gio da un modello lineare ad uno non-lineare s rivela essenziale, tenuto conto anche
del fatto che il test ARCH potrebbe essere sensibile ad una errata specificazione del
modello per la media condizionata (Lundbergh e Terésvirta, 1998). Il modello scelto
e il risultato della stima di una sequenza di modelli AR(p) piu un termine costante,
con un ritardo massimo di p = 15. Tratutti i modelli che non lasciavano presenza di
autocorrelazione nei residui, € stato scelto quello con i valori pit bassi dei criteri in-
formativi AIC e SC. Da tale specificazione sono stati poi eliminati i coefficienti non
significativi, giungendo al modello finale della Tabella 3.1.

3.4 Introduzioneal test di linearita

Dal momento che i modelli non-lineari sono molto pit complicati da stimare e, succes-
sivamente, valutare e impiegare afini previsivi rispetto aquelli lineari, laloro effettiva
convenienza deve essere opportunamente investigata. Un modo naturale per verificare
tale evenienza & quello di costruire un test di linearita da applicare alla serie dei dati.

A volte, il test di linearita pud anche essere impiegato per specificare un parti-
colare modello non-lineare, ma questo pud essere fatto solamente se I'insieme delle
aternative possibili appartiene ad una famiglia di rappresentazioni sufficientemente
ristretta.

Un’altraoccasione nellaquale il test di linearita trova applicazione € nella valuta-
zione delle proprietadel residui di un modello stimato. Se quest’ ultimo & rappresentato
daun modello lineare, il test di linearita avral’ obiettivo di valutare la presenzadi pos-
sibili nonlinearita residue, mentre se il modello stimato e di tipo non-lineare, il test
sara utilizzato per verificare |’ adeguatezza del modello nel descrivere completamente
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la dinamica della serie considerata. In tal caso, se la linearita dovesse essere ancora
unavoltarifiutata, il modello dovrebbe essere nuovamente specificato e stimato.

| test di linearita possono essere divisi in due categorie. Da una parte si colloca
no quelli derivati senza un’ aternativa specifica in mente, dall’ atra quelli contro una
particolare aternativa. In quest’ ultimo caso, il test € di solito formulato come test dei
moltiplicatori di Lagrange (LM) poiché, tale metodo, non necessita della stima del
modello sotto I’ ipotesi alternativa (ovvero, il modello non-lineare). 1’

In cio che segue ci occuperemo di una classe particolare di modelli non-lineari, i
modelli atransizioneliscia (STR) e, pertanto, nel sottoporre a verificalalinearitafare-
mo riferimento al test dei moltiplicatori di Lagrange. In generale, s veda ad esempio
Greene (1997), sotto I'ipotesi di normalitadel terminedi errore e, lastatisticatest LM
assume laforma

1
LM ==
T

(3.24)

o)) ., [oedo)
00 11(90) l 00

dove /(-) indicala funzione di log-verosimiglianza, I(-) la matrice di informazione e
fo il vettore dei parametri stimati sotto I'ipotesi nulla. Ladistribuzione asintotica del-
la(3.24) &, sotto I’ipotesi nulla, unax? con gradi di liberta pari al numero di restrizioni
imposte.

Come é stato sollevato da molti autori (Davies, 1977 e 1987, Andrews e Ploberger,
1994 e Hansen, 1996), la statistica (3.24) non e direttamente applicabile in tutti quei
casi in cui uno o pit parametri non sono identificati sotto I'ipotesi di linearita. Come
conseguenza si ha che i test asintotici non possiedono distribuzione standard, ma ne-
cessitano di essere derivati ogni volta sulla base dello specifico modello considerato
sotto I'ipotesi alternativa, ricorrendo spesso anche ad appropriati metodi di simulazio-
ne. Interessanti riferimenti di test costruiti avendo in mente una specificaformulazione
non-lineare sono Saikkonen e Luukkonen (1988), Luukkonen, Saikkonen e Terésvirta
(1988a e 1988b), Tong (1990) e Granger e Terasvirta (1993), dove i modelli conside-
rati sono quello bilineare, autoregressivo esponenziale, threshold ed autoregressivo a
transizione liscia (STAR), che costituisce I’ oggetto principale di questo lavoro.*® Gli
stessi autori prendono in considerazione anche |’ eventualitacheil terminedi erroresia
caratterizzato da una qualche forma di eteroschedasticita, mostrando le correzioni da
apportare al test in simili circostanze. Per ulteriori dettagli si rimandaalle opere citate.

3.5 Test per STAR

Il passo successivo alla specificazione del modello lineare consiste nel testare |’ ipotesi
di linearita contro I’ alternativa di tipo STAR:

Yt :7T0+7T’Wt+(00+0’Wt) F(St;’%c)—f_et: t= 17"'7T (325)

17Questo lo differenzia sostanzialmente da altre famiglie di test, quali il rapporto di verosimiglianza (LR)
ed il test di Wald (W). In entrambi i casi occorre stimare il modello sotto I'ipotesi alternativa e cio pud
risultare molto dispendioso (si veda Greene, 1997).

185 vedano, tra gli altri, anche Terasvirta (1996), Rothman (1996) e Liitkepohl, Terasvirta e Wolters
(1999).
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dover = (w1, ..., mp), 0 = (01, ..-,0,)" s Wt = (Y1, -, Yt—p)'s € ~ 1id N(0,02).
L'ipotesi nulla puo essere espressa come uguaglianza a zero dei parametri 6 e 6:

H071 : 90 = 0, =0 (326)

contro |’ aternativache amenouno dei 6; # 0,¢ = 0,1, ..., p. Cosi facendo i problemi
s complicano per il fatto che ci sono dei parametri che non sono identificati sotto H g ;.
In particolare, pur non essendo presenti quando H; € vera, y € ¢ possono assumere
qualsiasi valore. Alternativamente, si potrebbe pensare di sottoporre atest I'ipotesi:

Ho’z Y= 0 (327)
ma, anchein tal caso, sotto Hy », i parametri 6y, 6 e ¢ restano non identificati.

La presenza di parametri non identificati'® sotto I'ipotesi nulla non consente di
ottenere distribuzioni asintotiche standard per le statistiche test; quindi la teoria tra-
dizionale del test d'ipotesi non pud essere applicata (s veda Davies, 1977 e 1987 e,
per recenti sviluppi, Andrews e Ploberger, 1994 e Hansen, 1996). Le statistiche test
tendono ad avere distribuzioni non-standard per le quali spesso non & disponibile un’e-
spressione analitica. | loro valori critici devono quindi essere determinati attraverso
appropriati metodi di simulazione.

Nel caso specifico del test di linearita contro I’ alternativa di tipo STAR, il pro-
blema & stato risolto con successo da Luukkonen et al. (1988b). La loro proposta
consiste nel rimpiazzare la funzione di transizione F'(s¢;, ¢) mediante una sua ade-
guata approssimazione di Taylor. Nel modello cosi riparametrizzato, il problemadella
non identificazione di alcuni parametri viene eliminato, per cui lalinearita puo essere
verificata attraverso un test dei moltiplicatori di Lagrange® (LM), il cui vantaggio &
quello di possedere distribuzione asintotica standard 2 sotto I’ ipotesi nulla.

Laderivazionedel test di linearita necessita delladistinzione tra diverse situazioni,
ciascunadelle quali dipende dallanaturadellavariabile di transizione s ;. Comunemen-
te, sono considerati i seguenti casi:

1. s; variabile endogenaritardatay; 4,conl <d < p.
2. s; variabile endogenaritardatay;_4, cond > p, o variabile esogena z ;.
3. s, combinazionelinearedi y;_1, ..., y1—p, OVVEro a’w, con a incognito.

4. s, trend temporalet.

Rimandando I’ analisi del quarto punto al capitolo successivo, qui di seguito ci sof-
fermeremo dettagliatamente sul primo caso, mettendo in evidenzale complicazioni che
insorgono quando ci riferiamo ai casi due etre. Analizzeremoinfineil caso dei modelli
STAR-D.

19Nella teoria statistica dei test si parladi parametri di disturbo (nuisance).
2gulle condizioni che dovrebbero essere verificate nella derivazione del test LM, si veda Tsay (1986),
Saikkonen e Luukkonen (1988) e Granger e Terasvirta (1993).



44 CAPITOLO 3. MODELLI AUTOREGRESSIVI A TRANSIZIONE LISCIA

3.5.1 Test control’alternativa LSTAR

Si consideri il modello LSTAR espresso sinteticamente dalla (3.25) con s; = y; 4 €
1 < d < pnoto. Luukkonen, Saikkonen e Terasvirta (1988b) suggeriscono di sostituire
lafunzione F'(y;—q; ", ¢) mediante la sua approssimazione di Taylor intornoa~ = 0,
troncata al primo ordine (si veda I’ Appendice B per i dettagli), pervenendo cosi a
modello ausiliario

Yt = Bo,o + Bowe + B1Weyi—q + e (3.28)

dovee; = ¢ + OpRy (-) + 6'we Ry (+). Si noti che, sotto I'ipotesi nulla R, () = 0,
equindi e; = €. Di conseguenza, le proprieta dei residui e la distribuzione delle
statistiche test non sono aterate dal resto Ry (-) (Granger e Terasvirta, 1993 e van
Dijk, 1999). Lalinearita puo dunque essere verificata sottoponendo a test I’ ipotesi:

H073 : Bl =0 (329)
In pratica, la proceduradi test si basa sui seguenti passi:

1. Stimare il modello sotto I'ipotesi di linearita regredendo y; su w; pil una co-
stante. Calcolarei residui ¢; elarelativasommadei quadrati SSRy = Ethl é2.

2. Stimare il modello ausiliario regredendo ¢; su una costante, w; e w;y; 4. Cal-
colarei residui é; elasommadei quadrati dei residui SSR, = S é2.

3. Cadcolarelaversione F o laversione y? dellastatistica test LM :

(SSRo — SSR1)/p

LA = SSR, /(T —2p—1) ~ Fpro2p-1 (3.30)
(SSRO - SSRl) 5

LM, =T7—"—""_“—"""2/ 31

' SSR, X5 (3.31)

Granger e Terésvirta (1993) raccomandano di utilizzare la versione F' della statistica
test poiché possiede proprietamigliori in piccoli campioni.?!

In Appendice B.1 & mostratalarelazione?? che ¢’ @trai parametri del modello ausi-
liario e quelli del modello LSTAR originario espresso dalla (3.25). Dall’ osservazione
di queste equazioni si vede come testare le ipotesi (3.26) 0 (3.27) sia equivalente ate-
stare I"ipotesi (3.29) contro |' aternativache almenounodei 3,; # 0,i = 1,...,p, in
quantoi parametri del modello ausiliario sono funzioni di quelli del modello originario.

Come mostrato da Luukkonenet al. (1988b), la statisticatest LA/, non ha potenza
nei casi in cui i due regimi differiscano soltanto per il valore dell’intercetta, ovvero
mo # 0o mad; = 0,i = 1,...,p. Cio comportache, nella(3.28), 81, =0,i =1, ...,p
portando all’ accettazione dell’ ipotesi nullaquando in realta dovrebbe essere rifiutata.

21Cio varra anche per le dltre statistiche test derivate nel corso di questa Sezione (Granger e Terasvirta,
1993). Tuttavia, il valore operativo di tale raccomandazione viene meno qualoraci si trovi a dover lavorare
con serie finanziarie ad alta frequenza, data I’enorme mole di dati a disposizione (Lundbergh e Terasvirta,
1998).

22Equazioni (B.2) - (B.5).
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Luukkonen et al. (1988b) suggeriscono di rimediare a questo inconveniente sosti-
tuendo lafunzione di transizione con la sua approssimazionedi Taylor troncataal terzo
ordine e valutata nell’ intorno del punto v = 0.2% 1l modello ausiliario che si ottiene &
il seguente:

Yt = Bo,o + BoWt + BIWiyi—a + Bowiyi_g + Biwiyi 4+ ue (332

doveu; = e, +0pRs (-)+6'wR3 (-) €, sottol'ipotesi nulla, u; = ¢; poiché R3 () = 0.
In analogia a quanto visto in precedenza, I’ipotesi nulladi linearita & data da:

Hos:00=02=p03=0, (3.33)
mentreil calcolo della statisticatest si basa sui seguenti punti:
1. Stimareil modello lineare e calcolare SS Ry comein precedenza.

2. Regredire ¢, su una costante, su w;, Wiy;—q, Wy; , € wpy; ,. Calcolarei
residui 4, e larelativasommadei quadrati dei residui SSR; = Ethl a2,

3. Calcolareleversioni F o x? dellastatisticatest LMs:

(SSRy — SSRy)/3p

LM; = e |

3 SSRl/(T —4p — 1) 3p,T—4p—1 (3 34)
(SSRy — SSR:) .

LMz = Tg'S—ROl ~ Xép (335)

Il collegamento tra il modello originario e quello ausiliario € mostrato nell’ Ap-
pendice B.2. L’'analis delle equazioni (B.7) - (B.14) conferma la validita dell’ipotesi
nulla Hy 4 formulatasul modello ausiliario; essa corrispondeinfatti all’ipotesi H » sul
modello originario.

I numero dei parametri dellaregressione ausiliaria (3.32) puo essereridotto (L uuk-
konenet al., 1988b) semplicemente aggiungendo ala(3.28) il regressorey ? , poichéil
parametro da cui deriva, 52 4, €1’unico traquelli aggiuntivi 3, e 3 ad essere funzione
di 90:

Yt = Boo + Bowe + BIWiyi—a + Ba.ayi a4 + € (3.36)

La statistica test risultante viene indicata col simbolo LA $ e, sotto I'ipotesi nulla
H§, : p1 = 0, 24 = 0, possiede distribuzione asintotica x2 con p + 1 gradi di
liberta. 24

Nel caso in cui la variabile di transizione s; sia una variabile endogena ritardata
Yt_q, CONd > p noto, o una variabile esogena, la proceduradi test del terzo ordine di
cui sopraportaa seguente modello ausiliario:

Yt = Boo+BowWi+ Br 08t + BiwWist + B2.08; +Bywisi + B3.08; + Bywysi +uy (3.37)

235 veda I’ Appendice B.2.

2| aversione F della statistica test LMS possiede p + 1 e T' — 2p — 2 gradi di liberta |l principale
vantaggio dell’impiego di Z.Mg & dovuto a fatto che richiede una quantita considerevolmente inferiore di
gradi di liberta rispetto ad L M3, soprattutto nel caso in cui s¢ € incognita o rappresenta una non specificata
combinazione lineare di v 1, ...,y:—p. Neél presente contesto, dove s; = y;_4, questa argomentazione
puo non essere rilevante (van Dijk, 1999) e lo sara tanto di meno quanto maggiore sara |’ammontare di dati
adisposizione.
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L'ipotesi sottopostaateste Hy , : 1 = 2 = B3 = 0, B1,0 = B2,0 = B3,0 = 0, mentre
lastatistica test LM hadistribuzione asintotica x? con 3p + 3 gradi di liberta. Anche
intal caso e presente unaversione pit parsimoniosadella (3.37),

Yt = Bo,o + Bowt + B1,ost + Biwist + P25t + B3,08; + e (3.38)

la cui dtatistica test LM;® possiede, sotto I'ipotesi Hyy @ f1 = 0, B10 = B2 =
3,0 = 0, distribuzione asintotica x? con p + 3 gradi di liberta. Tuttavia, le motivazioni
che portavano a preferire la procedura del terzo ordine a quella del primo, in tal caso
vengono meno. Pertanto e sufficiente adottare il modello ausiliario

Yt = Bo,o + BowWe + 1,05t + B1wWese + e (3.39)

costruito a partire dall’ approssimazione di Taylor della funzione logistica nell’ intorno
di v = 0, troncata a primo ordine. L'ipotesi di linearitad implical’ uguaglianzaa zero
dei parametri 81 o e 1, mentre la distribuzione asintotica della statistica test LM ;'
una x? con p + 1 gradi di liberta. Essa ha potenza anche nel caso in cui i due regimi
differiscano per il solo valore dell’intercetta. > Quando s; & espresso come combina-
zione lineare di y;_1, ..., y+—p, St = a'w; con a incognito, il numero dei regressori
nel modello riparametrizzato aumenta considerevolmente. Ad esempio, Terasvirta, Lin
e Granger (1993) hanno derivato un test contro I’ aternativa LSTAR, nel quale I’ uni-
cadifferenzatrai due regimi & dovuta soltanto ai termini costanti. |l modello ausi-
liario & stato ottenuto rimpiazzando la funzione logistica F' (a'wy; vy, ¢) mediante la
sua approssimazione di Taylor a terzo ordine, valutata sempre nell’intorno del punto
v =0:

p p p p p
e =Boo+Bowet+ DD Nijhi—iti—j T D DD ijkti— itk +up (3.40)

i=1 j=i i=1 j=i k=j

Ancheil numerodei gradi di liberta aumentarapidamente; nel caso trattato da Terasvir-
taet al. (1993) tale numero & pari ap(p+1)/2+ p(p+ 1)(p + 2)/6 per laversione x 2
(ad esempio, per p = 5 occorrono 50 gradi di liberta).

Queste considerazioni auspicano una riduzione del numero dei regressori utilizzati
nel modello ausiliario. Luukkonen et al. (1988b) assumono o’ = (0, ..., 0, 1,0, ..., 0),
dove I'uno appare nella d-esima posizione. |l modello ausiliario a cui pervengono,
utilizzando la procedura di approssimazione del terzo ordine,

p p p p
v = Boot+Bowit D D> NU—ivi—i+ D D PiUi—iVi_; +

=1 j—i =1 j—i
p p

D iy iy +w (341)
i=1 j=i

pud essere utilizzato per verificare I'ipotesi di linearita contro I’ aternativa di tipo
LSTAR, in cui s; = y¢_q con d incognito. Il numero dei gradi di liberta richiesti

25Questo lo si vede bene analizzando la struttura dei parametri del modello ausiliario in funzione di quelli
del modello originario; in particolare, nel caso incui m # 6p e = 0, B1 = 0, mafB1,0 # 0 poiché
B1,0 = $700.
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dalla statistica test x> cosi costruitaammontaa p(p + 1)/2 + 2p? (ad esempio, per
p = 5 occorrono 65 gradi di libertd). In modo analogo, il caso dellastatisticatest LM
con d incognito, richiede p(p 4+ 1) /2 gradi di liberta

Soluzioni pit ricche sono possibili maimplicano un aumento indesiderato dei pa-
rametri da stimare e dei gradi di liberta necessari; difficolta queste che, se daun lato
pOssono essere superate grazie all’ ausilio dei moderni calcolatori, dall’ altro, la scarsa
quantitadi dati disponibili per certi fenomeni economici non le rendedi fatto operative:
ci riferiamo essenzialmente alle applicazioni di tipo macroeconomico, nel cui ambito
tali modelli sono nati e dove trovano largo consenso tragli utilizzatori.

35.2 Test control’alternativa ESTAR

Si consideri I’ espressione (3.25) in cui F' (-) € unafunzione esponenziale del tipo del-
la(3.5),cons; = yi—q €1 < d < pnoto. Sostituendo la funzione esponenziale con
la sua approssimazione di Taylor a primo ordine nell’intorno di v = 0, s ricavail
modello ausiliario

Yt = Boo + Bowe + BiwWiyi—a + BywWiyi_g + we (342
L'ipotes sottopostaatest € Hys : 31 = f2 = 0 e pud essere verificata costruendo la
statisticatest LM; nel modo seguente;
1. Stimareil modellolineareecacolare SSRy = Zthl 2.
2. Regredire é; su una costante, su wy, w;y; 4 € wtyf_d. Cdcolarei residui 4; €
SSR, =Y a3
3. Cacolareleversioni F o x? dellastatisticatest:

(SSRy — SSRy)/2p
bl = ~ Fopr—3p— 4
2 SSRl/(T—3p— 1) 2p,T—3p—1 (343
(5S8R — S5R1)
SSRO sz

Dalle espressioni di 5y €8;, ¢ = 0,1,2, infunzionedei parametri del modello origi-
nario (equazioni (B.15) - (B.20) nell’ Appendice B.3) si vede che larestrizioney = 0
equivaleatestare I'ipotesi Hy 5 nel modello riparametrizzato.

Se s; rappresenta una variabile endogena ritardata y; 4, con d > p noto, o una
variabile esogena, il modello ausiliario assume laforma

LM, =T (3.44)

Yt = Bo,o + BoWe + 1,05t + Biwese + [327083 + Béwtsf + uy (3.45)

dallaquale derivalastatisticatest LM} cherichiede, nellaversione x 2, 2p + 2 gradi di
liberta.

Se invece consideriamo s; = a'wy, cona’ = (0,...,0,1,0,...,0) e d incognito,
Granger e Terasvirta (1993) hanno derivato il modello

p p p p
ye=Boo+BowWi + D> Nyt + D Y Piye-ivi—; +ur,  (346)

i=1 j=1i i=1 j=1i
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la cui statistica test LM, necessitadi p(p + 1)/2 + p? gradi di liberta (sempre nella
versione asintotica y2).

Escribano e Jorda (1999) mettono in evidenzacome |’ approssimazionedi Taylor a
primo ordine della funzione esponenzial e non sia sufficiente a catturare alcune sue ca-
ratteristiche rilevanti; in particolare non & in grado di catturarnei due punti di flesso. 2
Pertanto, suggeriscono di rimediare a questo inconveniente estendendo lo sviluppo di
Taylor fino a comprendere un termine del secondo ordine, pervenendo cosi a modello
ausiliario

Yr = Boo + BoWe + BIWeyi—a + ByWeyi_q + Bsweyi_q + Biwey_g +up (3.47)

L'ipotesi nulla da sottoporre atest & adesso Hog : f1 = 2 = f3 = . = 0 ela
risultante ststistica test, indicata con LM, ha distribuzione asintotica x ? con 4p gradi
di liberta

Ancheintal caso sono facilmente ricavabili generalizzazioni della (3.47) che con-
siderano diverse specificazioni per la variabile di transizione s;. 1l punto che merita
sottolineare non € tanto la diversa espressione formale che tali modelli possono assu-
mere, ma piuttosto il trade-off tra le variabili aggiuntive nella regressione ausiliaria e
I”aumento delle dimensioni dell’ipotesi nulla e dei gradi di liberta nellarisultante sta-
tisticatest. E in tale contesto che Escribano e Jorda (1999) sottolineano I'importanza
dell’ utilizzo di modelli ausiliari basati sulla procedura di approssimazione del primo
ordine, aumentati dei regressori aggiuntivi necessari per tener conto del fatto chei due
regimi possono differire per il solo valore del’intercetta. La versione parsimoniosa
della(3.47) e pertanto espressa dal modello

Yt = Bo,o + BoWe + B1Weys—a + [327dyt3_d + 53,dyf_d +et (3.48)

lacui statisticatest LM, nellaversione x2, necessitadi p + 2 gradi di liberta. Simula-
zioni effettuate da Escribano e Jorda (1999) mostrano che la statisticatest LM 3 ottiene
risultati migliori quando il vero processo generatoredei dati (DGP) &€ un modello della
classe logistica; viceversa, se il vero DGP appartiene ala famiglia esponenziale, € la
statistica L M, afornirerisultati migliori. Cio risultafacilmente comprensibile poichéi

p regressori addizionali utilizzati nella(3.47), se daun lato sono di estremaimportanza
per un modello di tipo ESTAR, dall’ altro risultano ridondanti per un modello LSTAR,

provocando una perdita di potenzadel test.

3.5.3 Test controlealternative LSTAR-D ed ESTAR-D
Si considerinoi modelli LSTAR-D e ESTAR-D definiti nella Sezione 3.1.2:
yr =m0 + Wi + (0o + 0'wy) F (€—a;7) + € (3.49)

dove
1

T 1texp{—(E_a)}

2Come si evince dalla Figura 3.1 a pagina 32, questo & particolarmente importante quando + & piccolo
in valore assoluto, oppure quando la varianza dei residui ricavati dal modello STAR & grande atal punto da
far s che una grossa quantita di osservazioni si concentri sul regime, o stato, superiore (Escribano e Jorda,
1999).

F(€—a;7) , 7>0,d>0 (3.50)
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nel caso logistico, mentre
F(&-a;y)=1—exp{—7 (4}, 7>0, d>0 (3.51)

in quello esponenziale.
Laproceduradi approssimazionedi Luukkonen et al. (1988b) con d noto applicata
in questi casi portaai modelli ausiliari

Yt = Bo,o + BoWe + Broct—a + BiWi€—a + B3.06;_q + ByWies_y +ur  (3.52)
per laversione LSTAR-D, e
Yt = Bo,o + Bywe + Bz,ogf_d + Béwtgf_d + uy (3.53)

per il caso ESTAR-D.

L'analisi dei parametri del modello (3.52) in funzione di quelli del modello origi-
nario mostra che i termini S5 g€;_, e Biw¢€;_, non sono necessari nella regressione
ausiliaria poiché vengono meno le cause che, nel caso LSTAR, giustificano la proce-
dura di approssimazione del terzo ordine in luogo di quelladel primo (si vedal’Ap-
pendice B.4). Nella (B.22), 31,0 # 0 anche quando i due regimi differiscono soltanto
per il valore dell’intercetta. Il test € dunque sensibile a questa possibilita e puo essere
semplicemente basato sulla proceduradel primo ordine:

Yt = Boo + ByWe + B1,0€1—d + B1Wi€—a + € (3.54)

L'ipotesi sottopostaatest & 319 = 0, 51 = 0 contro |’ aternativa che almeno uno dei
B1,: #0,i=0,1,...,p. Inmodo del tutto analogo si formulal’ipotesi nulla per il caso
esponenziale, mentre entrambe | e statistiche test sono asintoticamente distribuite come
unax? conp + 1 gradi di liberta.

Nel casoin cui d siaincognito, la(3.53) ela (3.54) sono facilmente generalizzahili,
rispettivemente come (Granger e Terasvirta, 1993):

D D
Yyt = Bo,o + Bowe + Z Paes g+ Z SaWe; g+ U (3.95)
=1 =1
e
D D
e = Boo+ Bowr + > @afi—a+ Y 0aWiEi_a+ e (3.56)
d=1 d=1

ei gradi di liberta delle statistiche test?” 2 cosi derivate sono pari a D + pD.

Granger e Terasvirta(1993) mettono in evidenzacomele espressioni (3.55) e (3.56)
rappresentino dei modelli bilineari e concludono che i modelli STAR-D e quelli bili-
neari sono localmente equivalenti.

2’Indicheremo con LM; — D e LMs — D rispettivamente |e statistiche test ricavate dai modelli ausi-
liari (3.54) e (3.53). Chiameremo inoltre LM, — D(A) (dovela® A" sta per augmented) la statistica test
risultante dal modello ausiliario ottenuto inserendo nella (3.53) i regressori 3 per—q € By Weer_q.
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Tabella 3.3: Risultati delle smulazioni per il DGPL con diversi valori del parametro
incognito b;; = -0.8, -0.5, -0.3, -0.1, 0.1, 0.3, 0.5, 0.8. La tabella riporta le % di
accettazione dell’ipotesi nulladi bilinearita.

a -08|-05|-03|-01 01|03 |05 )08
5% | x? | LM, — D 839 | 701|940 | 947 | 926 | 944 | 694 | 85.1
LMs - D 90.6 | 82.0 | 98.3 | 94.7 | 922 | 99.0 | 824 | 91.0

LM, —D(A) | 96.3 | 90.1 | 99.6 | 899 | 87.6 | 99.6 | 91.9 | 97.6
5 | F | LMy —-D 838 | 69.9 | 940 | 94.6 | 925 | 944 | 69.1 | 85.0
LM, —D 90.6 | 82.0 | 98.3 | 94.7 | 92.2 | 99.0 | 824 | 90.9
LM, —D(A) | 96.3 | 90.1 | 99.6 | 89.8 | 87.6 | 99.6 | 91.9 | 97.6

1% | x* | LM; — D 756 | 56.4 | 89.9 | 83.0 | 81.3 | 90.2 | 56.1 | 79.1
LM, —D 855 | 713|964 | 831|806 | 974 | 733 | 86.0
LM, —D(A) | 943 | 826 | 984 | 71.9 | 70.7 | 99.3 | 83.5 | 96.0
1% | F | LM; - D 75.8 | 56.5 | 89.9 | 83.0 | 814 | 90.2 | 56.2 | 79.1
LMs — D 855 | 716 | 96.6 | 83.2 | 80.6 | 97.5 | 73.3 | 86.0
LM;—D(A) | 943 | 830|984 | 720 | 71.6 | 99.3 | 839 | 9.1

A conferma di cio e stato effettuato un esercizio di simulazione con lo scopo di
valutare la potenza del test contro le alternative LSTAR-D ed ESTAR-DZ nel rico-
noscere la presenza di un processo generatore dei dati (DGP) di tipo bilineare. Sono
stati considerati tre diversi processi, ciascuno dei quali con diversi valori dei parametri
incogniti: in totale sono stati quindi generati 24 diversi modelli bilineari ° dai seguenti
DGP:

o DGPL: y; = b11yt—16t-1 + €
e DGP2: y; = biayi—1€1—2 + €
o DGP3: yt = ba1ys_2€t—1 + €

Per ciascuno dei DGP consideréti e per una data scelta del parametro incognito b ;;
sono state generate 1000 serie storiche di ampiezzaT = 200, attraverso |’ estrazione di
numeri casuali da una distribuzione Normale a media zero e varianza quattro. ° A cia-
scuna serie storica cosi generata sono stati applicati i test contro le alternative LSTAR-
D ed ESTAR-D, sia nella forma riportata nelle equazioni (3.53) e (3.54), sia nella
formaaugmented, le cui statistiche test sono indicate rispettivamente come LM, — D,
LM> — D ed LM, — D(A). LeTabelle 3.3, 3.4e3.5riportanoi risultati delle simu-
lazioni per duediversi valori di «, rispettivamente del 5% e ddll’ 1%, sianellaversione
x2 chein quella F di Fisher valida per piccoli campioni. | valori al’interno di cia-
scuna Tabellaindicano la percentuale di corretta accettazione dell’ ipotesi nulladi una

28Cfr. le equazioni (3.53) e (3.54).

2per un’introduzione ai modelli bilineari si vedano, oltre ala Sezione 2.1 della presente monografia,
Granger e Andersen (1978) e Granger e Terasvirta (1993).

30| n realta, per ciascuna serie sono stati generati 300 valori, di cui i primi 100 sono stati scartati per evitare
problemi legati ai valori iniziali del DGP, convenzionamente fissati a zero.
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Tabella 3.4: Risultati delle smulazioni per il DGP2 con diversi valori del parametro
incognito b;; = -0.8, -0.5, -0.3, -0.1, 0.1, 0.3, 0.5, 0.8. La tabella riporta le % di
accettazione dell’ipotesi nulladi bilinearita.

a -08|-05|-03|-01 01|03 |05 )08
56 | x| LM, — D 86.4 | 70.6 | 39.0 | 10.7 | 12.0 | 40.3 | 68.0 | 85.6
LM> - D 924 | 80.3 | 49.0 | 115 | 11.6 | 481 | 78.7 | 90.9

LM, —D(A) | 978 | 95.0 | 99.9 | 63.7 | 63.0 | 99.9 | 95.6 | 98.1
5% | F | LMy —D 864 | 70.2 | 388 | 104 | 11.7 | 40.2 | 67.9 | 85.3
LM, —D 923 | 79.9 | 489 | 115 | 115 | 47.8 | 78.6 | 90.9
LM, —D(A) | 978 | 95.0 | 99.9 | 63.7 | 63.0 | 99.9 | 95.6 | 98.1

1% | x* | LMy, — D 799|603 | 237 | 43 | 30 | 243 | 545 | 784
LM, —D 883|699 |304 | 36 | 28 | 310 | 687 | 854
LM, —D(A) | 958 | 91.6 | 99.6 | 40.2 | 36.9 | 99.8 | 92.7 | 95.8
1% | F | LM, —D 80.0 | 604|238 | 44 | 32 | 244 545 | 784
LMs —D 8831699 |305| 37 | 28 | 310 | 687 | 854
LM, —D(A) | 958 | 91.8 | 99.6 | 41.0 | 380 | 99.8 | 93.1 | 96.0

forma funzionale del DGP di tipo bilineare3!. Da una primaanalisi dei risultati emer-
ge chiaramente come performance relativamente migliori si ottengono con laversione
augmented del test, arrivando in molti casi vicino al 100% di accettazioni dell’ipotesi
nulla. Per contro, la versione ESTAR-D del test (LM s — D) sembraessere quellacon
performance peggiore. Ulteriori simulazioni, anche eventualmente impiegando pro-
cess bilineari piu complessi di quelli qui considerati si rendono comunque necessarie
primadi trarre qualsiasi tipo di conclusione.

354 Sdezioneddlavariabiledi transizione

| diversi test di linearita sono stati costruiti preval entemente assumendo chelavariabile
di transizione s; fosse nota, mettendo di voltain voltain evidenzale complicazioni che
sorgevano quando s, eraincognita. Nelle applicazioni concrete, € proprio questoil caso
incui s trovaadover operareil ricercatore, il quale deve esserein grado di selezionare
adeguatamente un’ opportunavariabile di transizione.

Come evidenziato da Terasvirta (1994), sebbene la statistica test LM 5 sia stata de-
rivata contro I alternativa di tipo LSTAR, essa dovrebbe avere potenza anche contro
I’ alternativa ESTAR. La motivazione di unatale affermazione si trova nei modelli au-
siliari (3.32) e (3.42), utilizzati per costruire rispettivamente le statistiche test LM 5 e
LMs nel casoincui s; = y;_4, cond noto. Come si vede, tutti i regressori ausiliari
del modello (3.42) sonoinclusi nel modello (3.32), giustificando cosi | osservazione di
Terasvirta (1994).32 Unaappropriatavariabile di transizione pud quindi essere selezio-
nata senzaspecificare laformadellafunzionedi transizione, semplicemente cal colando
la statistica L M3 per diversi valori di d, scegliendo poi quella per la quale il p-value

3Tutte le versioni del test STAR-D sono state calcolate fissandoc = 0,p = 1 ed = 1.
32|n modo analogo, se s rappresenta una variabile esogena z,; 0 endogena y;_ 4, con d > p, i modelli
posti a confronto sono espressi dalle equazioni (3.37) e (3.45), male conclusioni restano immutate.
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Tabella 3.5: Risultati delle smulazioni per il DGP3 con diversi valori del parametro
incognito b;; = -0.8, -0.5, -0.3, -0.1, 0.1, 0.3, 0.5, 0.8. La tabella riporta le % di
accettazione dell’ipotesi nulladi bilinearita.

a -08|-05|-03|-01 01|03 |05 )08
5% | x? | LM, — D 508 | 445|241 | 137 | 129 | 25.7 | 45.7 | 64.0
LMs - D 52 |161 212|137 | 134|264 | 182 | 7.3

LMs;—D(A) | 778 | 926 | 994 | 59.0 | 56.5 | 99.6 | 935 | 785
5 | F | LMy —-D 505|441 | 238 | 13.7 | 127 | 253 | 45.7 | 63.9
LM, —D 52 | 161|209 | 136 |133 | 263 | 181 | 7.3
LM, —D(A) | 778 | 92.6 | 994 | 589 | 56.4 | 99.6 | 934 | 785

1% | x* | LM; — D 501 (288|105 | 36 | 28 | 11.7 | 30.7 | 56.4

LM, —D 38 | 80| 92 | 29 | 32 | 123 | 103 | 49
LM, —-D(A) | 71.2 | 87.1 | 972 | 33.0 | 33.7 | 980 | 87.3 | 71.2
1% | F | LM; - D 502 | 288|107 | 36 | 29 | 117 | 30.7 | 544
LMs — D 38 181 | 93 | 29 | 32 |123 103 | 49

LM, —D(A) | 714 | 872 | 973 | 334 | 348 | 981 | 874 | 715

della statistica test e piu piccolo. Una tale regola di decisione trova fondamento nel
fatto che il test dovrebbe avere potenza massima nel caso in cui I'ipotesi aternativa
sia correttamente specificata, ovvero se una appropriata variabile di transizione & sta-
ta scelta. Evidenze empiriche ottenute per simulazione che confermano la validita di
guesto modo di operare, ameno per il caso univariato, S possono trovare in Terasvirta
(1994).

van Dijk, Terésvirta e Franses (2000) suggeriscono di far precedere la selezione
della variabile s; da un test generale di linearita contro I'aternativa di tipo STAR,
assumendo solamente che la corretta variabile di transizione sia una tra le possibili
candidate sy, ..., s,u¢. |l calcolo dellastatisticatest LM € subordinato allacondizione
ches; = Y1", a;s¢, conag = 1percertid € {1,...,m} ea; = 0 peri # d. Questo
corrisponde ad una generalizzazione del modello ausiliario (3.41) in cui s ; pud essere
sia unavariabile esogena z;, Sia unavariabile endogenay; 4, con d qualsiasi.

35.5 Scetadelafunzionedi transizione

Quando la linearita del modello & stata rifiutata in favore della non-linearita di tipo
STAR e una corretta variabile di transizione € stata selezionata, il passo successivo
riguarda la scelta della forma della funzione di transizione F'(s¢;v,c¢). Tale scel-
ta consiste nella discriminazione tra una funzione logistica del tipo della (3.4) e una
esponenzialedel tipo della (3.5).

Nel casoincui s; = 5, g conl < d < p noto, Terasvirta (1994) suggerisce
di utilizzare una procedura basata su una sequenza di test £, ciascuno ricavato dal
modello ausiliario (3.32):

H071 : Bg =0 contro Hl,l : Bg 7é 0 (357)
H072 : /82 =0 | Bg =0 contro H1,2 : Bz 7é 0 | Bg =0 (358)
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H073 : Bl =0 | ﬁg = 53 =0 contro H173 : ﬁl 7é 0 | ﬁg = 53 =0 (359)

Dadll’analisi delle ipotesi (3.57) - (3.59) e, tenuto conto delle espressioni dei parametri
Biyi = 1,2, 3, infunzione dei parametri del modello originario, si ricavano le seguenti
interpretazioni:

o Accettare Hy ; erifiutare H » implicalasceltadi un modello dellaclasse ESTAR.

e Accettare sia Hy; che Hy - e rifiutare Hy 3 comporta che un modello della
famigliaLSTAR é preferibile auno dellafamiglia ESTAR.

Granger e Terasvirta (1993) e Terasvirta (1994) hanno sollevato delle critiche alle re-
gole di sceltadi cui sopra. Le loro argomentazioni si fondano sul fatto che il model-
lo (3.32), utilizzato per verificare le ipotesi (3.57) - (3.59), € stato costruito facendo
riferimento ad una proceduradi approssimazione del terzo ordine. Approssimazioni di
ordine piu elevato potrebbero evidenziare che una funzione di transizione scelta sulla
base delle suddette regole s riveli in realta sbagliata. Ad esempio, se consideriamo
un’ approssimazione del secondo ordine del modello ESTAR, 8- sarauguale a zero so-
losec = 6y = 0. Supponendo che il vero modello sia un ESTAR, ameno uno dei
parametri ¢ 0 6, deve essere diverso da zero. Quindi Hy 1 pud essere rifiutata solo
se il livello di significativita del test & sufficientemente elevato e il range temporale
della variabile oggetto di analisi e abbastanza ampio. Nella maggior parte dei casi in-
vece, le condizioni descritte portano alla scelta di un modello LSTAR in luogo di un
pit appropriato modello ESTAR. Questo inconveniente potrebbe essere trascurato, o
guantomeno s potrebbe ridurre significativamente la distorsione del test, nell’ambito
dell’analisi delle serie finanziarie ad alta frequenza.

Per ovviare a questo tipo di problemi, Terasvirta (1994) propone di concentrarela
sceltanella seguente regola di decisione, basata sul confronto trale forze relative delle
regioni di rifiuto dei tre diversi test F'. Pertanto, sulla base di tale regola, se il modello
vero € un LSTAR, dlora Hy; e Hy 3 sono tipicamente rifiutate con una frequenza
molto pill marcata rispetto a Hy ». Viceversa, vale I’ opposto se il vero modello & un
ESTAR. 1l confronto & dunque posto in termini di p-value; seil p-value del test H »
eil piti piccolo dei tre, alorala scelta dovrebbe ricadere su un modello esponenziale,
atrimenti, se cosi non €, il modello scelto dovrebbe appartenere allafamiglialogistica.

Risultati ottenuti mediante simulazione, per diversi valori di ¢ € 7y ad un livello
di significativita del 95% confermano la validita di questa regola (Terasvirta, 1994).
| valori ottenuti, se da un lato migliorano all’ aumentare dell’ ampiezza campionaria,
dall’ altro peggiorano nei casi in cui i due modelli possono essere considerati I’ uno una
buona approssimazione dell’ altro.

La procedura di cui sopra s semplifica se s; rappresenta una variabile endogena
ritardata y; 4 con d > p, 0 una variabile esogena z;. Dal confronto dei modelli
ausiliari (3.39) e (3.45) si notache, nel caso logistico, non sono presenti i termini 35 2
e Bhwys?. Questo suggerisce (Granger e Terasvirta, 1993) di stimare il modello (3.45)
e sottoporre atest F' le ipotesi

Hy,:fBa=0, Bag=0 (3.60)

H(’),Q :B1=0, Br0=0]B2=0, B20=0 (3.61)
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Seil p-value del test Hy, , € piu piccolo di quello del test Hy ,,, i dovrebbe optare per
un modello dellafamiglia ESTAR; viceversanel caso opposto.

Unasimileregoladi decisione, ricavabile dalle equazioni (3.53) e (3.54), puo essere
applicata per scegliere tra un modello della famiglia ESTAR-D e uno della famiglia
LSTAR-D.

Escribano e Jorda (1999) presentano una procedura alternativa per la scelta della
funzione di transizione. La loro proposta si basa sulla stima del modello ausiliario
espresso dalla (3.47) e consiste nel sottoporre atest-F' le ipotesi

Hyp:p1=pB=0 (3.62)

Hop:B2=p81=0 (3.63)
e scegliendo un modello della classe LSTAR se Hy 1, possiede p-value pitl piccolo di
Hy g eviceversa Mediante simulazioni di tipo Monte Carlo, Escribano e Jorda (1999)
mostrano che la loro procedura (EJP) ottiene risultati migliori rispetto alla procedura
di Terasvirta (1994) (TP) nella scelta della funzione di transizione, ed & anche piu
semplice da applicare.

Nelle Tabelle 3.6, 3.7 e 3.8 sono riportati i risultati di alcune applicazioni alle se-
rie dei rendimenti giornalieri degli indici di borsa, dei tassi di cambio e delle azioni
descritte nell’ Appendice A. Ad ogni serie & stato applicato il test di linearita contro
I’alternativa di tipo STAR. Per fare cio s e selezionato come modello lineare quello
autoregressivo di ordine p, doveil p e stato scelto in modo tale da eliminare compl eta-
mente, o quantomeno ridurre al minimo, la presenzadi correlazione seriale nei residui.
Per ragioni di semplicita di calcolo, sono state omesse analisi riguardanti la presenza
di eventuali effetti giornalieri, effetti week-end ed effetti “vacanza’ o festivita. Dal mo-
mento che la linearita & quasi sempre rifiutata con un p-value della statistica test cor-
rispondente praticamente nullo, riteniamo che una simile omissione non pregiudichi
I"interpretabilitadei risultati derivanti dai test.

| risultati ottenuti mostranoin tutti i casi laforte presenzadi non-linearitanell’ evo-
luzione delle serie considerate. | valori riportati si riferiscono ala statisticatest LM 3,
di cui s € ampiamente parlato nella Sezione 3.5.1; risultati analoghi sono stati ottenuti
con tutte le altre statistiche test della Sezione 3.5. Tutto questo mostra che model-
li della classe STAR potrebbero costituire un’ adeguata parametrizzazione della media
condizionata di molte serie finanziarie.

La scelta tra un modello logistico ed uno esponenziale & operata sulla base del-
le procedure appena descritte di Terasvirta (1994) (TP) e di Escribano e Jorda (1999)
(EJP). | risultati indicano differenze sostanziali trale due procedure, che si accentuano
maggiormente quando il modello selezionato € di tipo esponenziale. Questo giusti-
ficherebbe quanto sollevato da Escribano e Jorda (1999) come critica ala regola di
Terasvirta (1994): quando il “vero” modello € di tipo esponenziale, la procedura di
Terasvirta(1994) non ein grado di selezionare un’ adeguatafunzionedi transizione. Le
evidenze empiriche qui riportate sembrerebbero confermare questa affermazione.

3.5.6 Applicazionedel test al tasso sui Fondi Federali U.S.A.

Conriferimento allaserierelativaal Tasso sui Fondi Federali U.S.A., in questa Sezione
si riportanoi risultati delle diverse varianti del test di linearita secondo quanto descritto
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Tabella 3.6: Risultati relativi agli indici di borsa.

Indice Min p-va(x2) Tipo di Modello
p 1<d<15 d TP EJP

EOE 11 276x10"" 2 ESTAR ESTAR
DAX 6 836x10%% 7 LSTAR ESTAR
CAC40 11 6.54x107%° 2 LSTAR ESTAR
FTSE100 11 2.04x10"7 1 LSTAR ESTAR
HANGSENG | 15 2.87x107'?® 5 ESTAR ESTAR
NIKKEI 10 7.16x107'* 1 LSTAR LSTAR
ALL SHARES | 13 2.83x1073° 1 LSTAR ESTAR
S& P500 5 7.02x107°" 1 LSTAR LSTAR

Tabella3.7: Risultati relativi ai tassi di cambio.

Tasso di Cambio Min p-va(x?) Tipo di Modello

contro$USA. | p 1<d<15 d TP EJP
AUD/USD 3 165x107"® 7 LSTAR LSTAR
GPB/USD 6 9.86x10% 7 LSTAR LSTAR
CAD/USD 1 293x107¢® 10 LSTAR ESTAR
DEM/USD 1 39x10"® 4 LSTAR LSTAR
NLG/USD 6 463x107° 2 LSTAR ESTAR
FRF/USD 6 9.21x10% 10 LSTAR LSTAR
JPY/USD 10 258x107'* 1 LSTAR LSTAR
CHF/USD 1 6.34x107® 11 LSTAR LSTAR

nelle pagine precedenti. |l modello lineare preso come punto di riferimento del test
e quello stimato nella Sezione 3.3, ovvero un AR(13) dove, per semplicitadi calcolo,
sono stati inclusi tutti i ritardi dal primo a tredicesimo piu un termine costante. |
risultati ottenuti portanointutti i cas al rifiuto abbondantedell’ipotesi nulladi linearita
eindicano che un modello della classe STAR potrebbe costituire una valida alternativa
alarappresentazionelineare.

In ciascunaTabellail primo valoreindicail p-value dellaversione per piccoli cam-
pioni della statistica test (F'), mentre il valore tra parentesi indica la sua controparte
asintotica (x2). LaTabella 3.9 riportatai p-value delle statistiche test di Luukkonen et
al. (1988b), mentre la Tabella 3.10 mostra i risultati del test secondo quanto indicato
da Escribano e Jorda (1999). | test sono calcolati per diversi valori della variabile di
transizione s; in modo da poter selezionare quella piu adeguata mediante la regola del
minimo p-value (si veda la Sezione 3.5.4). La scelta della variabile di transizione si
rivela abbastanza controversain quanto le possibili candidate sono piti di una. In par-
ticolare, i dubbi pit grossi riguardano la discriminazione tra Ay ;_» € Ay;_7 poichg,
se daun lato la statistica L M3 privilegia Ay, dal’dtro la statistica LM, indicain
Ay; 7 lasceltamigliore.

Il test di linearita & stato effettuato anche contro I’ alternativa di tipo STAR-D, i cui
risultati sono riportati in Tabella3.11 e confermano I’ ampio rifiuto dell’ ipotesi nulladi
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Tabella 3.8: Risultati relativi ale azioni.
Titolo Min p-val (x?) Tipo di Modello
p 1<d<15 d TP EJP
AAPL | 15 6.66 x 108 1 LSTAR LSTAR
AMD | 2 6.38 x 10~° 3 LSTAR ESTAR
3
1

INTC | 12 3.63 x 10716 ESTAR ESTAR
KO 2 841x10°7 ESTAR LSTAR
MCD | 3 280x10°° 1 LSTAR ESTAR
MHP | 10 1.69x1072% 3 ESTAR ESTAR
1
5

—_

PEP 5 3.45x 10712 ESTAR ESTAR
T 3 740x 10718 LSTAR LSTAR

linearitd. 1l confronto trai risultati delle statistiche LM 3 ed LM, — D(A), entrambe
potenti siacontro |’ alternativalogistica che esponenziale, ci consente di poter scegliere
traun modello dellaclasse STAR e uno dellaclasse STAR-D. Sebbeneladifferenzatra
le due statistiche test non sia particolarmente accentuata, la sceltadovrebbeprivilegiare
un modello STAR poichéi p-value del test sono leggermente piti piccoli di quelli della
controparte STAR-D.

Avendo optato per un modello STAR, I'ultimo stadio delle fasi di test s con-
centra sulla scelta della funzione di transizione tra le rappresentazioni logistica ed
esponenziale.
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Tabella3.9: p-value F e (x?) ddl test di Luukkonen, Saikkonen e Terasvirta (1988b)
sulla serie del Tasso sui Fondi Federali U.S.A.

St LM1 LMZ LM3 L.ZM-?()3
Ay 0.00407 8.25x10 19 0.00000 0.00265
(0.00356) (3875x1079)  (9.76x101%) (0.00234)
Ay,_o | 551x10714 2.86x107* 1.69x10~ % 0.00000
(143x10720)  (5.77x1073%)  (1.57x10733)  (2.03x10~2%)
Ayi_s | 6.32x107%  1.84x107% 1.45x107'° 3.62x1078
(9.92x10~8) (7.43x1079) (1.72x1079) (6.18x10~8)
Ayi_y4 | 528x107°  2.82x10~!1 528x10712 272x107°
(5.29x107%)  (221x10710)  (1.28x10—10)  (2.86x10~%)
Ay_s | 1.32x1071 2.46x10713 0.00000 1.43x10~11
(5.10x10~ 11y (417x10712)  (3.29x10722)  (5.90x10~11)
Ayi_g | 467x10712  3.66x10~!4 0.00000 0.00000
(2.08x10~11)  (220x10~19)  (3.30x10718)  (9.90x10~1%)
Ay 7 0.00000 3.34x1071%  1.46x1046 0.00000
(L17x10~16)  (959x10733)  (4.24x10732)  (231x10716)
Ayi_g | 1.91x1077  7.79x107'0 1.28x107'2 594x10~8
(2.74x1077) (358x1079)  (4.38x10~11)  (9.71x10~8)
Ayi_g | 237x1077  1.03x107? 1.11x10°'' 4.88x10°
(5.07x1079) (453x1079)  (226x10~10)  (1.01x10~%)
Ay 10 0.00059 1.63x107°  1.47x107° 0.00078
(0.00054) (2.18x10-5) (2.52x1075) (0.00071)
Ayi_11 | 206x107%  9.38x107!10 3.09x107'* 2.84x107¢
(2.48x10~96) (4.18x1079)  (4.62x10~1'%)  (3.43x1076)
Ayi_1p | 7.41x10710  567x107!2 1.12x1071%2  1.73x107°?
(L79%x1079)  (5.91x10~1'1)  (391x10—1)  (4.01x10~9)
Ay 13 0.00420 1.03x107° 8.21x107!2 0.00687
(0.00367) (143x1075)  (1.78x10~10) (0.00597)
Ayi_14 | 7.81x1075  1.79x107°  9.54x10~ 7 0.00016
(7.78x1075) (2.46x10~9) (2.59x10~9) (0.00015)
Ay 15 0.01287 0.00141 2.10x10~6 0.00098
(0.01112) (0.00137) (5.05x10~%) (0.00090)
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Tabella3.10: p-value F' e (x?) del test di Escribano e Jorda (1999) sullaserie del Tasso

sui Fondi Federali U.S.A.

St LM,y LMy
Ayi_y 0.00000 0.00426
(2.35x10~13) (0.00374)
Ayi_o | 354x107%7  6.82x10~
(1.20x10-3%)  (5.89x10~26)
Ay;_s | 285x10713  8.16x108
(392x10~11)  (1.354x10~7)
Ay 4 0.00000 3.57x107°
(L14x10-12)  (3.76x1079)
Ay s 0.00000 6.12x10~13
(4.12x1072%)  (3.90x10~12)
Ayi—6 0.00000 4.62x10~14
(L07x10-19)  (6.03x10~16)
Ay;_7 | 8.16x107%0 0.00000
(7.99x10732)  (1.33x10719)
Ayy—s 0.00000 2.76x108
(861x10~1%)  (5.03x10~8)
Ayi_g | 5.35x10713  9.42x10°
(L57x1079) (1.91x10-8)
Ayt,10 6.84x10713 0.00095
(1.70x10~13) (0.00087)
Ayi_11 0.00000 5.67x10~6
(38.74x10~1%)  (6.67x1076)
Ayt,12 1.72x10711  3.99x10~10
(6.71x10~10)  (1.15x1079)
Ayi_q3 | 2.82x10713 0.00416
(3.62x10~11) (0.00365)
Ayi_1s | 1.52x1076 0.00028
(5.45x10~9) (0.00027)
Ayi_15 | 458x1078 0.00127
(3.35x10°7) (0.00116)
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Tabella3.11: p-value F e (x2) del test contro I’ alternativa STAR-D.

S¢ LM, — D LM, —-D LM,— D(A)
A& 1 | 865x10712 157x107 12 227x10~
(3.98x10~11)  (9.13x10~12) (8.79x10~17)
VAN 0.00000 0.00000 1.40x10~
(L61x10~2)  (5.19x10~28) (8.59x10~27)
A& 3 | 3.34x107°  1.64x10°%  545x10 ™
(7.41x1079) (2.07x1079) (7.01x10~13)
NE 4 | 5.4Tx107°  9.85x1076  4.95x107°
(5.55x10~%) (1.10x1077) (L.97x10~8)
A& _5 | 9.92x10712 8.64x10~!! 0.00000
(451x10~ 1) (2.94x10~10) (1.97x10~26)
Ne;_¢ 0.00000 3.83x10715 0.00000
(2.09x1072%)  (3.50x10~29) (2.72x10730)
A& _7 | 6.14x10715 0.00000 0.00000
(4.05x10720)  (3.88x10~32) (857x10729)
Ne;_g 0.01742 0.00084 6.44x107°
(0.01497) (0.00076) (7.92x10~5)
A&_g | 7.96x1077 816x10~8 2.22x107°
(L.06x10~9) (1.32x1077) (9.99x1079)
A& _19 | 352x1076  3.47x10~8 3.08x10~8
(4.21x1079) (6.07x10~8) (9.32x1078)
A& 11 | 343x1071%  3.76x10712  3.24x10~
(L22x10713)  (1.98x10~ 1) (7.11x10~15)
N 15 | 7.84x107% 1.85x107%  3.13x10~7
(1L59x10~8) (2.32x1079) (6.90x10~7)
A& _13 | 1.49x1076 0.00072 8.90x10~8
(1.90x10~96) (0.00066) (2.32x10~7)
NE; 14 0.00134 0.03011 0.00722
(0.00120) (0.02587) (0.00646)
N€;_15 0.00033 6.12x107° 2.60x107°
(0.00031) (6.18x10~5) (3.48x10~°)
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Nella Tabella 3.12 sono riportati i risultati del test, sia nellaversione di Terasvirta
(TP) chein quelladi Escribano-Jorda (EJP), per cinque diverse scelte dellavariabile di
transizione. Nei casi che piu ci interessano, quelli con sy = Ay;_» es; = Ay_7, Sa
laregoladi Terasvirta(1994) che quelladi Escribano e Jorda (1999) (si vedala Sezione
3.5.5) indicano in un modello esponenziale la sceltamigliore per s, = Ay;_o, mentre
per s; = Ay, - laregoladi Terasvirtarisultainconclusivae quelladi Escribano-Jorda
seleziona una funzione logistica. Quanto fin qui esposto si basa sulle versioni per
piccoli campioni dei diversi test. Auspicando un’accettabile potenza delle rispettive
versioni asintotiche con le circa470 osservazioni adisposizione, laregoladi Terasvirta
(1994) porta a scegliere nettamente un modello esponenzialein entrambi i casi, mentre
quelladi Escribano e Jorda (1999) conferma questa sceltaper s, = Ay, 5 eprivilegia
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Tabella3.12: p-value F e (x?) del test per lasceltatraLSTAR ed ESTAR.

Terasvirta(TP) Escribano-Jorda (EJP)
St Hy, Hy» Hy3 Hy g, Hy g
Ay | 38x10°% 21x10° ™4 0.00000 3.7x107°  1.9x10°°
(116x107%)  (1.94x10722) (459x10720) | (1.24x107%)  (6.62x10~%)
Ayi_s | 46x10714 0.00068 35x10~1 | 1.4x1071* 1.4x10~14
(9.1x1017) (0.00041) (1.3x10719) | (49x10-19) (2.8x10~16)
Ayi_g 0.02194 1.3x1072 13x10~ U 0.00000 3.2x1077
(0.01113) (25%x10~12)  (53x107'1) | (L1x10715%)  (1.3x1077)
Ay | 1.6x107° 0.00000 0.00000 7.8x1071%  9.3x10°8
(5.6x1076)  (1.9x1072%)  (34x10716) | (1.1x10712)  (3.9x10%)
Ayi_11 | 7.4x10719  6.4x1073 43x107% | 46x107° 1.3x10°8
(82x10719) (3.9x1079) (5.1x1079) (1.6x1079) (6.3x1077)

unafunzionelogisticanel caso s; = Ay; 7.

L e considerazioni che precedono non ¢i consentono di determinare univocamenteil
modello STAR piu appropriato per la serie in esame. La strategia operativada seguire
in simili circostanze si basa sulla stima di una prima formulazione del modello e in
sede di valutazione successiva si dovranno apportare i necessari aggiustamenti fino
ad arrivare ad una rappresentazione finale. 11 modello da cui potremmo partirein cio
che segue s potrebbe individuare in un ESTAR con variabili di transizione Ay; 5 0
Ay; 7, anche se formulazioni alternative non possono essere escluse a priori.

3.6 Stimadei parametri

Il momento dellastimaée uno dei pitiimportanti e delicati di tuttala proceduraempirica
di specificazione. Le successive fasi di valutazione e utilizzo, seppur concettual mente
distinte, sono strettamente connesse ala stima dei parametri. Disporre di una metodo-
logia “efficiente” consente di ridurre al minimo i rischi derivanti da errate valutazioni
inferenziali tratte dal modello che, come noto, rappresentano affermazioni probabi-
listiche. Scopo di questa Sezione & mostrare come vengono stimati i parametri dei
modelli atransizioneliscia, e comei risultati ottenuti possano poi essere correttamente
impiegati per gli scopi preposti.

A tdl fine, si suppongadi aver osservatoil fenomenoy;,t = —p+1,...,—1,0,1, ...,
T, rappresentabile tramite un modello della classe STAR. Sotto certe condizioni di
regolarita, descritte fragli atri in Gallant (1987), lateoriadei modelli dinamici mostra
chelo stimatore dei minimi quadrati non-lineari (NLS) & consistente e asintoticamente
normale e pud pertanto essere impiegato per stimarei parametri di un modello STAR:

T
SNLs = mdin Qr(d) = rnain Z (ye — f(wy; (5))2 (3.64)
t=1

doved = (mg, 7', 00,0',, c) rappresentail vettoredei parametri incogniti e f(w; ) =
7o + 7'wy + (60 + 6'wy) F(s¢;7y,c¢). Lo stimatore 01,5 € condizionato alle prime p
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osservazioni campionarie® ma, poichétali stime possiedono giustificazione teorica so-
lamentein un contesto asintotico, in pratica, laperditadelle prime p informazioni costi-
tuisce un problema trascurabile, specialmente se il campione considerato € abbastanza
ampio. Quindi, asintoticamente vale che:

VT (6nrs — 60) — N(0, AsyVar(Oxrs)) (3.65)

dove , & il vero valore dei parametri, mentre AsyVar(dnrs) indicala matrice di
varianze e covarianze asintotica di 6.5, la cui stima consistente pud essere calcolata
come segue (White, 1982):

(_aZQTw))‘l (aQTUaQT()) (_aZQTw))‘l
9608' )s_s...\ 05 08 Js5. N\ 0608 ), ;. .

(3.66)
Il calcolo della matrice di varianze e covarianze asintotica di dxy, s secondo quanto
indicato dalla (3.66) ci permette di interpretare le stime ottenute con i minimi quadrati
non-lineari come stime di quasi-massima verosimiglianza (White, 1982 ed anche Whi-
te e Domowitz, 1984). Nell’introdurre |’ approccio di quasi-massima verosimiglianza
(QML), White (1982) mostra che lo stimatore di massima verosimiglianza (ML) con-
tinua a fornire risultati accettabili anche quando il modello non & correttamente spe-
cificato. Cio che invece deve essere aggiustata € la stima della matrice di varianze e
covarianze asintotica dei parametri, cosi come espresso dalla (3.66).
Se aggiungiamo I'ipotesi di normalita dei disturbi casuali, lo stimatore s &
equivalente alo stimatore di massima verosimiglianza condizionata:

1

T

?ax logLyT7yT,17...7y1\yo,y,l,...,y7p+1 (yTayT—lv"'7y1|y07y—lv' Y- p+176 g )
o

T
T T 1 9
=—— 10g(27r) - = log " %7 ;,1 f(wy;0)) (3.67)

dovelog (-) indicail logaritmo naturale dell’ argomento. Derivando la (3.67) rispetto a
o? e ponendo la derivatauguale azero si ottiene:

o Z F(wi;8))? (3.68)

Questo risultato intermedio mostrachelastimadi o2 pud essere univocamente determi-
nataa partire dai residui del modello STAR stimato3* per cui, in pratica, |a proceduradi
massi mizzazione € basata sulla log-verosimiglianza concentrata, ottenuta sostituendo
la(3.67) nella(3.68):

m?X logg?!TJJT—l7---7y1|yo7y—17---7y—p+1 (Y1, Y71, 11 |y07 Y=15 - Y—p+1; 9)

3Da—p + 1 finoao.

34Un simile risultato si rivela particolarmente utile in una eventuale estensione del modello STAR aun
contesto multivariato. La possibilita di ricavare una stima consistente della matrice di varianze-covarianze
del vettore dei disturbi casuali apartire dal vettore dei residui, consente un’ apprezzabile riduzione del numero
di parametri da stimare.
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T
= 5 (og(2r) ~log(T) + 1) - 3 log <Z (v - f(wt;fs»Z) (369)

t=1
La soluzione ssimultanea delle 2p + 4 equazioni ricavate dall’ uguaglianza a zero delle
derivate parziali della (3.69) rispetto a 4, ci fornisce le stime di massima verosimi-
glianza condizionata dei parametri del modello STAR, indicate con 6AML. Tali stime,
oltre ad essere equivalenti ale stime NLS® e a possedere le proprietadi consistenzae

normalita asintotica, sono anche asintoticamente efficienti:

VT(6pp —00) — N (0, %[%(SML)]*) : (3.70)

[S(0pr1 )]t indical’ inversadellamatricedi informazione, lacui stima consistente pud
essere ricavata indifferentementein due modi distinti: il primo basato sul calcolo delle
derivate seconde dellalog-verosimiglianza concentrata,

SGu ! = -G = l_ (Zloet) )65 ]_ @371)

eil secondo limitato a solo calcolo delle derivate prime:

SGun)™! = [0P@Gun)] = l(aloagf(') ) ] (372

dove H(y,) @ OP(é,1) indicano rispettivamente I’ hessiano e il prodotto esterno
del gradiente dellalog-verosimiglianzaconcentrata, valutati in corrispondenzadi &,y .
Seil modello € stato correttamente specificato non ¢’ e ragione di ritenere chevi siauna
differenza apprezzabiletrai due modi di procedere.

Qualora I'ipotesi di normalita delle innovazioni non risultasse valida, il metodo
della massima verosimiglianza continua a fornire stime consistenti dei parametri. Tut-
tavia, lo stimatore dellamatrice di varianze e covarianzedi &, deve essere modificato
per tener conto del fatto che non & valida |’ uguaglianza, in termini di valore atteso, tra
le espressioni (3.71) e (3.72). White (1982) fornisce un’ approssimazione dellamatrice
di varianze e covarianze asintotica cal colata come:

~

— N —1 N —1
AsyVar(Sas) ~ % ([—H(&ML)] (OP(Bhn)) [~H(bu))] ) (3.73)
In pratica, prevalentemente in ambito monetario-finanziario, € a questo secondo ap-
proccio a cui ¢i dovremmo riferire. La constatazione, oramal generalmente accettata,
della non-normalita della distribuzione empiricadei rendimenti implica un inevitabile
aggiustamento dei risultati inferenziali tratti dal modello. Ed € poprio in questo senso
chetrova giustificazione |’ approccio di quasi-massima verosimiglianza.

35A parte il termine costante, 1a (3.69) esprime —Z volte il logaritmo naturale della somma dei quadrati
dei residui. Cosi vediamo che massimizzare la funzione di log-verosimiglianza concentrata & equivalente a
minimizzare Q7 (). Daqui I’ uguaglianza trale stime NLS e quelle di massima verosimiglianza (Davidson
e MacKinnon, 1993).
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3.6.1 Asgpetti di calcolo nellafasedi stima

Nella Sezione precedente si € visto che la stima dei parametri di un modello STAR
puo essere ricavataindifferentementedall’ applicazione dei minimi quadrati non-lineari
(NLS) o del metodo della massima verosimiglianza (ML). In entrambi i casi non &
disponibile un’ espressione dello stimatore in forma chiusa e si deve quindi ricorrere a
tecniche di ottimizzazione numerica.

Scopo di questa Sezione non & tanto quello di descriverei vari algoritmi chein tali
circostanze possono essere impiegati, per i quali sono tral’atro disponibili in lettera-
tura numerosi riferimenti bibliografici ai quali si rimanda,* ma vorremmo discutere
alcuni punti che possno essere di aiuto nell’implementazione dell’ algoritmo.

Supponendo di aver preliminarmenterisolto il problema della scelta del metodo di
ottimizzazione numerica da impiegare, fatto che ha perso oggi parte della sua impor-
tanza grazie all’ausilio di calcolatori sempre pit potenti e di software applicativi sui
quali sono implementati pressochétutti gli algoritmi disponibili,*” il punto chein ogni
caso merita considerare in queste circostanze € la scelta dei valori iniziali. Ciascuno
di questi metodi necessita di input predeterminati la cui individuazione puo influire
pesantemente sulla convergenza dell’ algoritmo stesso. Una accurata e attenta scelta di
questi valori costituisce uno dei momenti piti importanti e delicati di tutta la fase di
stima.

Con riferimento specifico a modelli STAR, indipendentemente dal tipo di algo-
ritmo scelto, il ricercatore deve preliminarmente determinare un valore iniziale per
ciascuno dei parametri incogniti, valore dal quale prende avvio la procedura iterativa
che, con un po di fortuna, dovrebbe convergere pit 0 meno rapidamente al massimo (o
minimo) globale.

Un modo per ridurre la complessita dei calcoli deriva dall’ osservazione che, con-
siderando fissi i valori di v e ¢ nellafunzione di transizione, il modello STAR diventa
lineare nel parametri autoregressivi o, m, 6y € . Cosi condizionatamentea v e c,
lastimadi ¢ = (m, 7', 6,6")" pud essere ricavata mediante minimi quadrati ordinari
(OLS):

T 1/
(rf; (77 C) = <Z Xt (77 C) Xt (77 C)I> (Z Xt (77 C) yt> (374)

dovex; = (1,w}), x¢ (v,¢) = (x},x;F(s¢;7v,¢)) elanotazione ¢ (v, ¢) & utilizzata
per indicare la stima di ¢ condizionataay e c. | corrispondenti residui possono es-
sere calcolati come é; (7,¢) = v — ¢ (7, ¢)' x¢ (7, ¢) e lavarianza residua & data da
62 (v,¢) = T™*Y°]_, & (v,¢). Un metodo conveniente per ottenere dei “buoni” va-
lori iniziali per v e c e quello di effettuare unaricercaagrigliae selezionare quel valori
4 e ¢ cheminimizzanoil valoredi 62 (v, c).

36Si veda, ad esempio, Quandt (1983), Thisted (1988), Hamilton (1994) Sezione 5.7 e Hendry (1995)
Appendice A.5.

37In molti di questi software & anche possibile cambiare algoritmo al’interno dello stesso problema di
ottimizzazione, beneficiando cosi delle potenzialita tipiche di ogni algoritmo. Si pensi, ad esempio, alla
possibilita di poter effettuare le prime iterazioni con il metodo BHHH (piu efficiente quando s parte da
lontano rispetto a punto di massimo o minimo globale) e le successive iterazioni col metodo di Newton-
Raphson (migliore quando si parte da unaregione di valori vicini al massimo o a minimo) (cfr. Fiorentini,
Calzolari e Panattoni, 1996).
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Nella procedura descrittanon si € tenuto conto del fatto chela stimadi € partico-
larmente sensibile al’ unitadi misura utilizzata. Per rimediare a questo inconveniente,
Granger e Terasvirta (1993) propongono la seguente standardizzazione della funzione
di transizione:

1

F(s¢;7,¢) = e =7 (1= /6 O] >0 (3.75)
per il caso logistico e
F(st;'y,c):1—exp{—7(st—c)2 /5° (st)}, v>0 (3.76)

in quello esponenziale, dove & (s;) e 62 (s;) indicano rispettivamente la deviazione
standard e la varianza della variabile di transizione. Questo tipo di standardizzazione &
particolarmente utile quando ~y € elevato; cio rende anche la scelta del corrispondente
vaoreiniziale molto pitt semplice. | dueautori indicanoin v = 1 unragionevole punto
di inizio, prevalentemente nel caso esponenziale.

Un altro modo per semplificareil problemadi stima viene suggerito da Leybourne,
Newbold e Vougas (1998) e consiste nel concentrare la funzione di perdita quadratica
Q1 (6) rispetto a¢:

L 2
Qr (1,0 =Y (5 — ¢(v,0) % (7,0)) " . (3.77)
t=1

Questo riduce considerevolmente le dimensioni del problemadi stima poichéla(3.77)
necessitadi essere minimizzatarispetto ai soli due parametri incogniti v e ¢. L'impor-
tanza di questo metodo € particolarmente evidente quando si considerano estensioni
del modello STAR, in particolare nel caso dei modelli a regimi multipli (MR-STAR)
che saranno analizzati nel Capitolo successivo.

LaTabella3.13riportale stimedei parametri del modello ESTAR precedentemente
selezionato per il Tasso sui Fondi Federali U.S.A.%8. Intale contesto, Si & tenuto conto
delle difficolthmenzionate e si & deciso di utilizare |a seguente strategia operativa®®:

1. Standardizzare lafunzione di transizione secondo quanto indicato dalla (3.76).

2. Fissato v = 1, stimare gli atri parametri del modello ESTAR tramite massima
verosimiglianza.

3. Stimare v mediante massima verosimiglianza utilizzando i coefficienti ricavati
al punto 2 come vaori fissi per gli atri parametri del modello.

4. Stimare nuovamente i parametri di cui a punto 2 utilizzando il 4 ricavato d
punto 3.

38|_a specificazione finale del modello ha beneficiato degli utilissimi suggerimenti forniti dal Prof. Timo
Terésvirta della Stckholm School of Economics, incontrato in occasione di un suo seminario al’ Istituto Uni-
versitario Europeo presso la Badia Fiesolana, Firenze, che ringrazio per |’ enorme pazienza e la disponibilita
concessami.

39_e stime sono state ottenute mediante |’ impiego della libreria CML (Constrained Maximum Likelihood)
di GAUSS 3.2.35 per Windows.
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Tabella3.13: Stimadi diversi modelli ESTAR sulla serie del Tasso sui Fondi Federali

U.SA. Variabile dipendente: Ay;. Variabili di transizione: Ay; 7 € Ay; .

Ay—7 Ays—o
Regressori | Stima  Std. Error| Stima  Std. Error
Primo Regime
Costante | 0.1031 0.0498 0.0788 0.0313
Yi—1 -0.0099  0.0069
Ay 0.3508 0.0387 0.3172 0.0417
Ays—o 0.1835 0.0572
Ays—g -0.1331  0.0402 | -0.1323 0.0384
Ay 0.4166 0.0785
AV /7 -0.2491  0.0560
DNyt 7 0.2623 0.0846
Ays—g 0.1469 0.0375 |-0.1264 0.0760
Ayi_12 0.1389 0.0725
Ayi_13 0.2685 0.0775
Secondo Regime
Costante | -0.2056  0.0845
Y1 -0.0360 0.0074
ADyt—o -0.6762 01050 |-0.1324  0.0449
Ayts -0.8613  0.1015
AV /7 0.6659 0.1106
Ayy—7 -0.3996 0.0512 | -0.6523 0.1139
Ayi_g 0.1770 0.0559
Ayi_g 0.3170 0.1023
Ayi_11 -0.2106 0.0599
Ay: 12 | -0.2209  0.0595 |-0.4910  0.0987
Ays—13 | -0.1906  0.1062 0.4190 0.0649
Funzione di Transizione
5 0.7904 0.1233 0.7717 0.1368
c 0.3418 0.0502 0.4435 0.0633
AlC 1.3729 1.4809
SC 1.5402 1.6130
Log-Lik -305.0006 -334.5015

Questo modo di procedere & giustificato dalla constatazione che la stima dei para-
metri di un modello ESTAR non & molto sensibile alla determinazione del valore di -y
(Granger e Terasvirta, 1993), per cui si puo scindere il momento della stimain duefasi:

quellarelativaay e quellarelativaagli altri parametri, condizionatamentea .

I1 modello & stato stimato per due diverse scelte dellavariabile di transizione, s; =
Ay; o €s; = Ay 7 €, partendo da una rappresentazione AR(13) in differenze prime
con intercetta e un termine in livello di ritardo uno per entrambi i regimi, S sono via
via eliminati i parametri non significativi fino ad arrivare alla rappresentazione finale

riportatain Tabella 3.13.
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3.7 Valutazione del modello stimato

Successivamente alla stima del parametri e primadi un suo impiego per gli scopi pre-
posti € necessario sottoporre il modello a una attenta e approfondita fase di verifica
E a questo stadio che si valutano le proprietadellafunzione di transizione (Figure 3.7
e 3.8 per la serie relativa al Tasso sui Fondi Federali U.S.A.), la capacita del modello
di descrivere le diversita incorporate nei differenti regimi, nonché I’ attendibilita delle
stime ottenuein relazione alle ipotesi formulate sul modello.

In merito a quest’ ultimo punto si potrebbe pensare di sottoporre auna serie di test
i residui del modello STAR, in analogia a quanto sviluppato nel contesto dei modelli
lineari di tipo ARMA. Tuttavia, il passaggio da una modellizzazione lineare a una di
tipo non-lineare non consente di utilizzare tutte |e statistiche test usualmente impiegate
in quell’ambito. Ad esempio, sedaunlato il test di normalita Jarque-Beraeil test per
lapresenzadi effetti di tipo ARCH sviluppato da Engle (1982) restano validi, dall’ atro
la statistica di Ljung-Box costituisce un caso di test non piu utilizzabile in ambito di
modellistica non-lineare (Eitrheim e Terasvirta, 1996).

Posto f(Wt, (5) = 7o + 7T’Wt + (90 + 9’wt) F(st;’y,c), un test del tIpO LM per
verificare la presenza di dipendenza seriale di ordine ¢ nei residui del modello STAR
puo essere ottenuto calcolando lastatistica LM s;(q) = TR?. R? rappresental’indice
di determinazione lineare della regressione ausiliaria di €; su V f (wy; 5) = W,
con § = (#o,#",60,8,%,¢)', e q residui ritardati &_,,...,é_,, mentre T indica il
numero di osservazioni della stessa regressione. Sotto I'ipotesi nulla di assenza di
dipendenza seriale nei residui, la statistica LM s;(q) s distribuisce asintoticamente
come una x2 con ¢ gradi di liberta*°. Le proprieta del test sono state investigate da
Eitrheim e Terasvirta (1996) mediante simulazioni e mostrano che in piccoli campioni
e preferibile I'impiego della versione F' del test. Nell’ appendice C sono riportate le
derivate analitiche rispetto ai parametri v e ¢ della funzione di transizione, sia per il
caso logistico che per quello esponenziae. Le derivate rispetto aciascuno dei parametri
o, ™, B9 €6’ non sono state esplicitate datalaloro semplicita di calcolo.

Conriferimento alaserie del Tasso sui Fondi Federali U.S.A., le principali diagno-
stiche sul modello ESTAR stimato (cfr. Tabella 3.14) mostrano significativi migliora-
menti rispetto a quanto ottenuto attraverso il modello lineare nella Sezione 3.3:

La deviazione standard residua del modello ESTAR é del 15% inferiore a quella
del modello AR. Cio € abbastanza per compensare|’ aumento del numero dei parametri
(da8 a19) nd modello ESTAR. Si noti inoltre che le quantita AIC e SC sono inferiori
rispetto ale relative controparti calcolate per il modello lineare, confermando cosi una
migliore adattabilita ai dati del modello ESTAR.

Ladistribuzione empiricadei residui, pur continuando arifiutare, anche se in misu-
ramolto inferiore, I'ipotesi di normalita come si evince dal test Jarque-Bera, presenta
unasignificativariduzionedell’ asimmetriaasinistra(da-2.6731 a-0.8534) e della cur-
tosi (da40.78 a12.49). Se daun lato questi risultati non ci consentono di trarre un’a
deguata inferenza dal modello stimato, dall’ altro, I’ osservazione del test per ARCH e
dellaTabella3.15 dove sono riportati i p-value del test di indipendenzaseriale dei resi-

40gj noti che la statistica test LMs7(g) non & altro che una generalizzazione del test di Godfrey (1979)
dove f(w¢;6) = 7wy, con d = 7 (van Dijk, Terasvirta e Franses, 2000).
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Figura 3.7: Funzione di transizione esponenziale stimata. Modello con variabile di
transizione s; = Ay; 7.
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dui, ci suggeriscono di concentrare |’ attenzione su eventuali dinamiche evolutive della
varianza condizionata.

Infine, occorre sottolineare che, se daun lato il modello ESTAR cons; = Ay o
costituisce un significativo miglioramento rispetto a quello lineare, dall’ atro presenta
delle diagnostiche sui residui (cfr. Tabella 3.14) ampiamente peggiori di quelle del
modello con s; = Ay;_7 e per questa ragione € stato scartato. Tale considerazione
e ulteriormente confermata dall’ osservazione dei criteri di informazione AIC e SC,
nonché dal valore dellafunzione di log-verosimiglianza (Tabella 3.13)

3.7.1 Test per non-linearita rimanenti

Quando si utilizzano modelli non-lineari per descrivere la dinamica di certi fenomeni
economici, un punto che meritaattenzione e senz' dtrolaverificadellapresenzadi non-
linearita rimanenti nei residui del modello stimato. Nel caso particolare dei modélli
STAR, checomesi & visto possono essere interpretati come modelli con cambiamento
di regime, un’ ovviasoluzione per sottoporre atest la presenza di non-linearita residue
equelladi specificarel’ipotesi nullain modo tale da supporrelapresenzadi un regime,
0 stato, aggiuntivo.

Eitrheim e Terasvirta (1996) derivano un test LM contro la presenza di un terzo
regimedi tipo additivo nel modello STAR, cosi espresso:

yr = mo+ 7 Wi+ (0o + 0'We) Fi(s16;71, ¢1) + (po + p'Wi) Fo(S2t; 72, ¢2) +€¢ (3.78)

L’ipotesi nulla puo essere formulata siacome Ho 1 : po = 0, p = 0 che come Hy 5 :
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Tabella3.14: Diagnostiche sui residui di stimadei modelli ESTAR sulla serie del Tasso
sui Fondi Federali U.S.A.

Ays—7 Ays—o

Oc 0.4617 0.4915

GESTAR/OAR 0.8493 0.9042

Skewness -0.8534 -1.4929

Curtosi 12.49 27.64
Test Statistica-test p-value Statistica-test p-value
Jarque-Bera 1827.54 0.0000 12117.13 0.0000
ARCH(1) 7.0951 0.0077 1.7479 0.1861

ARCH(4) 40.1821 3.97 x 108 44.4603 5.15 x 107?

Tabella 3.15: Test di indipendenza seriale sui residui del modello ESTAR stimato con
variabiledi transizione s; = Ay, 7.
Autocorrelazione seriale di ordine ¢

q 2 4 6 8 10 12
p-value (F) | 0.1475 0.0108 0.0047 7.25x 10~> 0.0003 0.0002
p-value (y?) | 0.1361 0.0089 0.0037 5.80 x 1075 0.0002 0.0002

v2 = 0. In entrambi i casi, in analogia a quanto discusso nella Sezione 4.5, il test
soffre di un problema di identificazione. La soluzione proposta & sempre la stessa: 4
rimpiazzarelafunzionedi transizione F» (sa4; v2, c2) mediante la sua approssimazione
di Taylor a terzo ordine, valutandola nell’intorno del punto v, = 0. Da modello
ausiliario cosi risultante,*?

yr = oo+ Bowe + (6o + 8'we) Fi(si;71,¢1) + Biwisor +
+Bywiss, + Pywish, + ug, (3.79)

S evince che testare Iipotesi nulla Ho» : 7. = 0 nella (3.78), equivale a testare
I'ipotes Ho s : /1 = B2 = B3 = 0 nella(3.79)." Ladatisticatest LM g pud
essere ricavata come T'R? dallaregressione ausiliariadi é; (residui del modello STAR
a due regimi stimato) sulle derivate parziali della funzione di regressione rispetto ai
parametri del modello adue regimi (7o, ', 69, 6', 71, 1), vautate sotto I’ ipotesi nulla,
ei regressori ausiliari wyst,, i = 1,2,3. Larisultante quantita* LM 4,k possiede
distribuzione asintoticadi tipo x? con 3p gradi di liberta.

Ovviamente, generalizzazioni del test fino ad ipotizzare la presenza di piu regi-

41 uukkonen et al. (1988b).

“Dove i parametri Bo,o € B, ¢ = 1,2,3 sono funzioni di quelli del modello originario espresso dal-
la (3.78), mo, 7, po, p,v2,c2, € Nel quale s & ipotizzata una funzione di transizione logistica. Seguen-
do Terasvirta (1994) il test cosi derivato ha potenza anche contro il caso di una funzione di transizione
esponenziale (Eitrheim e Terasvirta, 1996).

“Nella (3.79) s & implicitamente assunto che sy; Sia un elemento di wy. Se cosi non fosse, i regressori
ausiliari ﬂ¢,08§t|i =1, 2,3, dovrebbero essere aggiunti alla (3.79) (van Dijk et al., 2000).

4“Doveil pedice AMR indica che si sottopone atest un modello STAR aregimi multipli di tipo additivo.



3.7. VALUTAZIONE DEL MODELLO STIMATO 69

Figura 3.8: Andamento della funzione di transizione esponenziale stimata contro il
tempo. Modello con variabile di transizione s; = Ay, 7.
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mi sono possibili e saranno dettagliatamente considerate nel capitolo successivo dove
verranno presi in considerazionei modelli MR-STAR.

3.7.2 Verifica della costanza dei parametri

Fino ad ora si & implicitamente assunto che, siai parametri del modello lineare, sia
quelli del modello STAR fossero costanti nel tempo. In entrambi i casi, un’accu-
rata specificazione del modello non puo esimersi dalla verifica empirica di una tale
ipotesi che, se rifiutata, implicherebbe di dover nuovamente specificare il modello, o
comungue non accettare quello stimato.

La dinamica di molti fenomeni economici & tale da lasciar supporre un qualche
tipo di fondatezza in questo modo di procedere. Ad esempio, se |’ oggetto di studio
rappresentato da serie relative atassi d'interesse, il cambiamento di politica monetaria
da parte di una banca centrale, che passa da una politica restrittiva ad una espansiva
0 viceversa, € un elemento da tenere in grossa considerazione in quanto il modello
stimato, pur potendo rimanere valido nella sua specificazione formale, pud subire delle
variazioni nel valore del parametri. In queste circostanze € la stessa dinamica degli
eventi a suggerire la possibilita di cambiamenti strutturali“®. Altre volte invece, non
s &in grado di ricondurre questa evenienza a momenti particolari dell’economia, e
s deve pertanto ricorrere a metodologie puramente statistiche che ci permettano di
individuareil cosiddetto “ punto di rottura’.

Eitrheim e Terasvirta (1996) derivano un test per verificare I'ipotesi di costan-

45Ed & in questo ambito che si colloca il test di Chow (1960), il quale presuppone la conoscenza del
momento in cui avviene il cambiamento strutturale ipotizzato (il momento del passaggio da una politica
espansiva ad unarestrittiva, o viceversa).
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za dei parametri in un modello STAR, contro I’ alternativa di parametri che variano
gradualmente nel tempo. |1 modello STAR oggetto di analisi puo essere cosi espresso:

ye =mo(t) + 7' ()we + (Bo(t) + 0 ()we) Fi (571, c1) + € (3.80)
con
mo(t) = mo + 1,0F2(t; 72, ¢2) (3.81)
m'(t) = 7' + P Fa(t; 2, c2) (3.82
bo(t) = 6o + p2,0F2(t;72, c2) (3.83)
0'(t) = 0" + Oy Fa(t; 72, ¢2) (3.84)

edove, a solito, F; (), i = 1,2, pud assumere | e specificazioni logistica o esponenzia-
le. Sostituendo le espressioni (3.81) - (3.84) nella(3.80), il modello pud essereriscritto
come

ye = mo+ Wi+ (0o +0'Wi)Fi(se;71,01) + (1,0 + @1 we) Fa(t; 72, ¢2) +
+(p2,0 + Powi) F1 (56571, €1) Fa(t; 72, c2) + € (3.85)

e prende il nome di modello STAR con parametri che variano nel tempo (TV-STAR).
La caratteristica principale di questo modello € quelladi permetterel’ evoluzionedi di-
namiche non-lineari di tipo STAR, al’interno delle quali il valore dei parametri cambia
gradualmente nel tempo.

Senza entrare in modo specifico nel merito dei modelli TV-STAR, che costituisco-
no oggetto del Capitolo 4, per il momento ci basta sottolineare cheil test per lacostanza
dei parametri in un modello STAR pu0 essere facilmente ricondotto alla verificadell’i-
potesi v» = 0 nell’equazione (3.85), la cui statisticatest si ottiene a partire da quanto
giasviluppato nella Sezione 3.5. Per ulteriori dettagli e generalizzazioni si rimandaal
Capitol o successivo.

3.7.3 Valutazione del modello mediante estrapolazione

Come per tutti i modelli non-lineari, la derivazione di requisiti per la stazionarieta di
una rappresentazione STAR & molto complessa. Anche se fosse possibile trovare del-
le condizioni teoriche a cui il modello dovesse sottostare, 1a loro applicazione pratica
si rivelerebbe piuttosto macchinosa. Tuttavia, se 10 scopo per cui € stato costruito il
modello e quello previsivo, la conoscenza della sua stabilita 0 meno s rivela parti-
colarmente importante in quanto da un modello esplosivo si possono trarre soltanto
previsioni a breve o brevissimo termine. Un aumento dell’ orizzonte previsivo implica
inevitabilmente la verifica della stabilita del modello.

Granger e Terasvirta (1993) presentano una condizione necessaria basata sullo
skeleton (Chan e Tong, 1985) del modello cosi definito;

F(w;0) = mo + 7'wy + (6o + 0'wy) F(se57,¢) (3.86)

Estrapolando f(w;d) per diversi valori iniziali, la condizione di cui sopra consiste
nella verifica della convergenza ad un singolo punto, detto stazionario, della serie dei
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valori ricavati dallo skeleton. Si noti che il punto stazionario stabile non deve essere
necessariamente unico, ma ne possono esistere anche pit di uno. Seil modello STAR
stimato soddisfa questa condizione, |0 stesso esercizio potrebbe essere ripetuto aggiun-
gendo alo skeleton il termine di errore €;. Per ulteriori dettagli s rimanda a Tong
(1990) e Granger e Terasvirta (1993).

3.8 Utilizzo del moddllo

L'ultima fase della procedura di specificazione consiste nell’impiego del modello per
gli scopi preposti. Sebbene non siano datrascurareimpieghi relativi ad analisi descritti-
ve del fenomeno oggetto di studio o a simulazioni dello stesso, un ruolo predominante
€ senz' atro svolto dalla previsione. Ed € proprio a quest’ ultima modalita di utilizzo
checi riferiremo in questo paragrafo.

La metodologia impiegata per prevedere dai modelli STAR ¢ la stessa che viene
adoperataper tutti gli altri modelli non-lineari. Consideriamo lagenericaformulazione

yr = f(x¢;0) + & (3.87)

dove, in tal caso, f (-) rappresenta lo skeleton del modello STAR, x; = (1,w})' e
immaginiamodi voler prevedere h valori futuri per y ;. Utilizzandoil criterio dell’ errore
quadratico medio di previsione (MSPE), il previsore ottimale ad un periodo per y ; €
(Hamilton, 1994):

Z/tf,1 = Eye1 | It] = f(xe4150) (3.88)
dove I; rappresenta l’informazione disponibile al tempo t,% mentreil vettorex;,; =

(L, Yt Yt—15 s Ye—(p—1))'- LE COSR S complicano quando allarghiamo I’ orizzonte pre-
visivo. Ad esempio, per h = 2 avremo

uls = Elyes | 1) = BI(f(]12:0) + e12) | 1) = B [f(L50) | 1] (3:89)

!
con x{+2 = (1,y,{1 +et+1,yt,...,yt_(p_2)) . Per il calcolo del vaore atteso con-

dizionato espresso dalla (3.89) esistono in letteratura varie metodologie (Granger e
Terasvirta, 1993), ciascuna delle quali presenta un trade-off tra vantaggi e svantaggi
nei confronti di tutte le altre:

e Cadcolo esatto del valore atteso condizionato
I (e) s e g
o) =B [fodi0) 1] = [ rediaddea: @90)

dove ®(z) indicalafunzionedi distribuzionecumulatadi €. Il calcolodell’in-
tegrale avviene per vianumericae, se daun lato pud non essere molto complicato

46Nel modello STAR, I; & costituito dai valori passati di . Si noti che la(3.88) coincide con il previsore
ottimale ad un periodo per il caso incui f (-) @unafunzione lineare. In particolare, in questo caso, coincide
col previsore ottimale di un modello AR(p).
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nel caso di modelli STAR, dall’atro le sue dimensioni crescono considerevol-
mente con |’ orizzonte previsivo. Questo ci fa notare che sarebbe piul flessibile,
anche se meno preciso, ottenere e previsioni ricorsivamente senza dover cal co-
lareI'integrale. Un modo semplice € quello di non considerareil terminee,y; e
basare |a previsione sullo skeleton del modello.

e Metodo naive (Granger e Terasvirta, 1993) dove

!
ytf@(n) = f(th+2; 6) con th+2 = (]-7 yif,la Yty oeey yt—(p—2)) (391)
L utilizzo di questo metodo s rivela piuttosto semplice, manon si puo evitare
di ottenere estrapolazioni distorte. Altri metodi sono basati sulla simulazione®’
(Granger e Terésvirta, 1993).

e Monte Carlo:

M
mc 1
w3 = 27 20 Fel o i) (392)
m=1

dove ognuno degli M valori di €;; al’interno di xf+27m € generato indipen-
dentemente dalla distribuzione ipotizzata per il termine di errore del modello
STAR.® Per M — +00, yt{ém"’) eytfée) sono uguali grazie allalegge debole dei
grandi numeri (WLLN).

e Bootstrap:

B
|
uls" = 5 3 Fcl30) (3.93)
b=1

dove ciascuno dei B valori di €;,, dentro x{ top € generato indipendentemente
dalla funzione di distribuzione empirica (empirical density function, EDF) dei
residui ricavati dal modello stimato. Il vantaggio derivante dall’ utilizzo del me-
todo bootstrap in luogo di quello Monte Carlo & dovuto all’ assenza di ipotesi
aggiuntive concernenti la distribuzione di «;.

Fino ad oras € assunto che i parametri del vettore § fossero noti. In pratica cid non
accade, per cui il vettore § deve essere sostituito con una sua stima, aumentando cosi
I'incertezzadelle previsioni. Di questaincertezzacampionariasi puo tener conto esten-
dendo i metodi Monte Carlo e bootstrap di cui sopra fino a comprendere diversi va-
lori per i parametri stimati, ognuno dei quali ottenuto numericamente a partire dalla
distribuzione empiricadi & (van Dijk et al., 2000 e Lundbergh e Terasvirta, 2000).
Alle previsioni puntuali ottenute secondo uno dei metodi visti si € soliti affiancare
un intervallo di confidenza. Mentre per un modello lineare la regione di confidenza
standard per le previsioni € ssimmetricaintorno a valore puntuale, questo non & gene-
ralmentevero quando si passa alavorare con modelli non-lineari. Ladistribuzione con-
dizionatag (y:,p, | Ix) non & necessariamente simmetricaintornoa E [y p, | I;] (stimato

47Per una introduzione ai metodi di simulazione di tipo Monte Carlo e bootstrap si veda, ad esempio,
Davidson e MacKinnon (1993), Capitolo 21.
48Nel nostro caso la distribuzione di probabilita della normale.
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secondo uno dei metodi sopra descritti), e pud anche essere plurimodale. Ammetten-
do queste possibilita, Hyndman (1995) propone tre metodi per costruire intervalli di
confidenzadi previsione ad un generico livello di confidenzadel 100(1 — «)%:

1. Unintervallo ssimmetrico intorno alla previsione puntuale
S, :(yf —w yf +w) (3.94)
o t,h »Jt,h .
dovew > 0 etalechePr(y;p € So | It) =1 — .

2. Unintervallo definito dai quantili o/2 e (1 — «/2) della distribuzione di previ-
sione, indicati rispettivamente con g, /> € q1_q 2"

Qo = (%/2;(11705/2) (3.95)

3. Codtruirelaregionecon lapiu atadensita (HDR)
HDRo = {ye,n | 9 (e | 1) > ga} (3.96)

doveg, etaechePr (y;, € HDR, | I}) = 1—a, mentreg (-) indicaladensita
del suo argomento.

Per distribuzioni simmetriche e unimodali, i tre metodi portano agli stessi identici ri-
sultati, mentre per distribuzioni asimmetriche o plurimodali, Hyndman (1995) indica
in HDR,, lascelta pit appropriata poiché rappresentala piu piccolaregione di previ-
sione possibile a livello di confidenza specificato, ed ogni punto al’interno di HDR
possiede densita condizionata g (y.,», | I;) grande almeno quanto ogni punto esterno a
tale regione. Per ulteriori dettagli sul calcolo e sullareaizzazione del grafico di HDR
si veda Hyndman (1996).

L'importanza di previsioni ottenute da modelli non-lineari & spesso valutata con
riferimento a un modello lineare che costituisce il cosiddetto benchmark. Dal momen-
to che previsioni multiperiodali con modelli non-lineari sono molto pit complicate da
ottenere, la loro effettiva convenienza va quindi confrontata con quelle ricavabili da
modelli pit semplici allo scopo di determinarne il valore aggiunto realizzabile. Un
confronto tra simili previsioni pud essere facilmente basato sul calcolo di alcuni dei
tradizionali indicatori dellabonta di adattamento, frai quali merita segnalare I’ errore
medio quadratico di previsione (MSPE), I’ errore medio assoluto di previsione (MAPE)
egli indici U, e U, di Theil.*® Sfortunatamente, questo confronto puo fornire risulta-
ti inaccettabili se le caratteristiche non-lineari della serie non sono presenti durante il
periodo di previsione. Per questa ragione, se la performance ottenuta da una parame-
trizzazione non-lineare risulta peggiore, la specificazione del modello dovrebbe essere
riconsiderata (Granger e Terasvirta, 1993).

49sull’impiego di tali indici nella valutazione della performance di previsione, si veda ad esempio Greene
(1997).
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3.9 Consderazioni conclusive

Lo scopo del Capitolo & stato quello di introdurrei modelli autoregressivi atransizione
liscia (STAR), mettendone in evidenza le principali caratteristiche e le proprieta teo-
riche. Sullafasarigadi quanto proposto da Terasvirta (1994) ed Eitrheim e Terasvir-
ta (1996), la struttura del Capitolo € stata suddivisa in modo da rispecchiare le varie
fas di specificazione, stima, valutazione e utilizzo del modello, evidenziandone di
voltain volta gli aspetti peculiari, senza tuttavia tralasciare la possibilita di ulteriori
generalizzazioni.

Ad una trattazione teorica dell’ argomento, € stata affiancata un’ applicazione reale
sullaserie del Tasso sui Fondi Federali U.S.A., lacui analisi non pud certo considerarsi
completamente esaustiva. Come evidenziato in fase di valutazione, laforte presenzadi
eteroschedasticita sui residui del modello ESTAR stimato, non consente di utilizzarlo
per scopi previsivi, senza aver prima specificato e stimato un’ adeguata parametrizza-
zione della varianza condizionata. | risultati raggiunti sulla media condizionata sono
comungue di buon auspicio, data la particolare difficolta riscontrata in letteratura nel
modellare la serie in oggetto g, in generale, tutte quelle caratterizzate da un andamento
simile.®® Numerosi sono stati i tentativi di descriverne il comportamento tramite mo-
delli TAR, Markov-Switching e, di recente (Lanne e Saikkonen, 2000), autoregressivi
di tipo mixture (MAR), senza pero ottenere specificazioni finali completamente esenti
dacritiche.

Dato il grosso successo riscontrato dai modelli STAR in ambito macroeconomico,
specialmente nell’ ottenere previsioni pit accurate di quelle ricavabili da formulazioni
lineari, I’ applicazione qui svolta & stata un tentativo di estensione dei modelli al con-
testo monetario/finanziario. La speranza € che nel futuro possano essere considerate
ulteriori applicazioni in quest’ ambito, allo scopo di valutare se, effettivamente, unata-
|e specificazione per lamedia condizionata dei rendimenti degli attivi finanziari possa
essere ritenutain grado di coglierne completamente la struttura dinamica. 1l tutto alla
luce di una relativamente facile modalita d’impiego dei modelli STAR rispetto a for-
mulazioni alternative, spesso in concorrenza, che si rivelano invece pit complicate da
utilizzare.

50In particolare, ci riferiamo alle serie relative ai tass d interesse a breve termine degli Stati Uniti.



Capitolo 4

Sviluppi recenti

Negli ultimi anni I’ attenzione rivolta a modelli di tipo STAR & aumentata considere-
volmente. La generalitadi questa classe di modelli, che comprende altre formulazioni
gia note oramai da pit tempo in letteratura, e la sua relativamente facile operativita
sono state sicuramente i precursori di nuovi sviluppi e nuovi miglioramenti. Se poi
teniamo conto dei buoni risultati raggiunti da questi modelli in applicazioni di tipo ma-
croeconomico, siain ambito previsivo chein ambito di analisi del ciclo economico, si
capisce subito il perchedi un tale successo e di un taleinteresse.

Le principali linee di sviluppo del modello base riguardano, da una parte la ricerca
di possibili robustificazioni del test di linearita quando sono presenti nella serie etero-
schedasticitagenericaod outliers, e dall’ atral’ estensione del modello ai casi di regimi
multipli (MR-STAR) e di parametri che variano nel tempo (TV-STAR).

Lastrutturadel Capitolo € la seguente: nelle Sezioni 4.1 e 4.2 vengono brevemente
discusse le correzioni da apportare a test di linearita in presenza, rispettivamente di
eteroschedasticitaed outliers. La Sezione 4.3 introduce un nuovo tipo di notazione che
sara utile per descriverei modelli STAR apiti regimi (MR-STAR) nellaSezione 4.4, e
quelli con parametri variabili nel tempo (TV-STAR) nella4.5. La Sezione 4.6 presenta
alcune considerazioni conclusive.

4.1 Eteroschedasticitaetest di linearita

| divers test di linearita presentati nella Sezione 3.5 presuppongono che la varianza
condizionatadel termine di errore ¢; sia costante. Effettuare un test di linearita contro
|"alternativa di tipo STAR tralasciando la presenza di effetti eteroschedastici produce
distorsioni simili a quelle che si manifestano quando il modello lineare preso come
punto di riferimento del test non & stato specificato correttamente. *

Davidson e MacKinnon (1985) e Wooldridge (1990 e 1991) sviluppano un test che
pud essere utilizzato in presenzadi eteroschedasticita, senzalanecessitadi specificarne

1Ad esempio, i residui del modello lineare non sono stati completamente ripuliti dalla presenza di
correlazione seriale.
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laforma(che spesso &€incognita). Laloro procedura(si vedaanche Granger e Terasvir-
ta, 1993 evan Dijk et al., 2000) puo essere impiegataper costruire unaversionerobusta
del test di linearita contro |’ alternativadi tipo STAR. Con riferimento alla statistica test
L M3 derivata nella Sezione 3.5.1 e basata sull’ equazione (3.32), il calcolo della sua
variante sensibile alla presenza di eteroschedasticita consiste nei seguenti passi:

1. Stimareil modello lineare e calcolarei residui €;.

2. Regredire ciascun regressore ausiliario w,y! ,,i = 1,2, 3, suunacostantee w;
ecacolarnei residui ;.

3. Ponderarelamatrice dei residui di cui al punto precedenteconi residui € ; eregre-
direil vettore unitario sulla matrice dei residui ponderata. La devianza spiegata
(ESS) di quest’ ultimaregressione rappresentala versione robusta della statistica
test LMs.

La proceduradescrittasi puo estendere facilmente a calcolo delle altre statistiche test
della Sezione 3.5. Luundbergh e Terasvirta (1998) presentano simulazioni del test in
presenza di eteroschedasticita di tipo GARCH standard. | risultati ottenuti mostrano
che spesso il test di linearita perde molta della sua potenza portando al’ accettazione
dell’ipotesi nullaquando in realta dovrebbe essererifiutata. Sel’ obiettivo dellaricerca
e quello di modellare adeguatamente la nonlinearita presente nella serie, certamente
guesto approccio non puod essere raccomandato. Lamotivazionedi cio € dovutaal fatto
che, seil modello & veramente lineare, in sede di valutazione ci dovremmo accorgere
dellapresenza di eteroschedasticita condizionata che, come gia accennato, pud distor-
cerei risultati del test. Si tengaanche presente cheil test per ARCH di Engle (1982) ha
potenza contro la presenza di nonlinearita nella media condizionata; risultati ottenuti
per simulazione si possono trovare, ad esempio, in Luukkonen, Saikkonen e Terasvirta
(19884) ein Lee, White e Granger (1993).

Una proceduraaternativa che tiene conto della presenza di eteroschedasticita con-
dizionatanel test di linearita & stata proposta da Andersson, Eklund e Lyhagen (1999).
Allo ascopo di correggere la distorsione del test in simili circostanze propongono di
utilizzare latecnicadel bootstrap parametrico. Lametodologiadi tipo bootstrap fa uso
di un singolo data set per effettuare una sorta di esperimento Monte Carlo all’interno
del qualei dati disponibili sono impiegati per approssimareladistribuzione del termine
di errore. Non s tratta di una vera e propria simulazione Monte Carlo poichéi valori
per il termine di errore non sono estratti da una densita ipotizzata, ma sono generati
mediante’impiego dellaloro funzione di densita empirica (empirical density function,
EDF, Davidson e MacKinnon, 1993).

Nonostante siano presenti in letteraturamolti modi d’ impiego del bootstrap, quello
utilizzato da Andersson et al. (1999) si basa sul calcolo del p-value. Lateoria asin-
totica dei test d'ipotesi € esatta solamente se il p-value € indipendente dal processo
generatore dei dati (DGP) e dall’ ampiezza campionaria. In pratica, questa eventualita
non e quasi mai verificata e la soluzione consiste nel rimpiazzare il p-value mediante
la sua controparte di tipo bootstrap, che pud essere stimata come

1 B
PR =45 z; S(r; > 7) (4.0)
1=
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dove (-) rappresenta la funzione indicatrice, 7 indica la statistica test calcolata nel
modo tradizionale, mentre 7 € la sua controparte bootstrap e B indicail numero delle
replicazioni necessarie. Davidson e MacKinnon (1998) dimostrano che un B almeno
pari a 399 & necessario per garantire una perdita di potenza del test inferiore al’1%
per « pari a0.05. Inoltre, per B — oo, il p-value bootstrap stimato p*(7) tende &
p-value bootstrap vero p*(7).

Sel'andlisi svoltaconsiste in un test, ciascuna delle B replicazioni bootstrap deve
obbedire all’ipotesi nulla. Nel caso STAR quindi, ogni campione & generato a partire
dal modello lineare, selezionato mediantei criteri di informazione AIC e SC (si veda
la Sezione 3.3).

Lapresenzadi eteroschedasticita condizionata deve essere opportunamente specifi-
cata. Lasceltapiu naturale, specialmentein un contesto monetario/finanziario, dovreb-
be ricadere su unadinamicadi tipo GARCH(1,1) per lavarianza del termine di errore.
Pit in generale, una volta stimato il modello lineare, & dall’ analisi dei suoi residui al
quadrato e dal test per ARCH che c¢i dovremmo fare un’idea precisa sulla forma del-
| eteroschedasticita presente. Sulla base di queste informazioni e con riferimento ala
statistica L M3, la procedura di test pud essere sintetizzata nel seguenti punti (Skalin,
1998)2%:

1. Calcolare la statistica L M3 nel modo tradizionale, ovvero secondo quanto spe-
cificato nella Sezione 3.5.1. Cio equivale acalcolare 7 nella (4.1).

2. Stimareil modello lineare AR(p) con residui di tipo GARCH (ad esempio GAR-
CH(1,1)). Lastimade parametri di questo modello € ottenuta medianteil meto-
do della massima verosimiglianza.

3. Costruire i residui bootstrap b; a partire dalla distribuzione N (0, 1) ipotizzata
per ¢; nel modello STAR; se €; rappresenta un’ estrazione indipendente da una
N(0,1), 1 bf sono cosi generati:

he =0+ by, + Bl (4.2)

bt =€\ by (4.3)

dove®, &; e 3; sono stati stimati a punto precedente.

4. Costruirei B campioni bootstrap ricorsivamente mediante I’ equazione
Yip = G0+ dr1yf 1+ oo+ BpYipp T 07 (4.4)

dovei parameti ¢o, ¢1, ..., ¢, Sono quelli stimati a punto 2.

5. Per ogni campione generato, calcolare la statistica L M 3 secondo quanto specifi-
cato nella Sezione 3.5.1. Questo, nella (4.1) corrisponde al calcolo dei B valori
drf,j=1,.. B.

J ) )

6. Cacolareil p-value bootstrap utilizzando la (4.1).

2| a procedura & facilmente generalizzabile a calcolo delle atre statistiche test della Sezione 3.5.
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Naturalmente, complicazioni e specificazioni aternative per quanto concerne laforma
dell’ eteroschedasticita sono possibili. L’ unica cosa da tenere presente in questi casi €
chesi tratta di unametodol ogianumericache pud richiedere anche molto tempo per es-
sere impiegata. La sua effettiva convenienzavaquindi val utata caso per caso e sarebbe
anche utile uno studio di tipo Monte Carlo per valutare la potenza del test in contrap-
posizione alla procedura, piu generica ma piu semplice da calcolare, di Davidson e
MacKinnon (1985) e Wooldridge (1990 e 1991).

Anderson et al. (1999) i potizzano unadinamicadella varianza condizionatadi tipo
ARCH(1) emostrano, mediante simulazioni Monte Carlo, chein presenzadi eterosche-
dasticitaspecificail test bootstrap raggiunge performance nettamente migliori di quelle
del test tradizionaledi Luukkonen et al. (1988b). Tuttavia, sei disturbi casuali non so-
no caratterizzati da varianza condizionata variabile, i risultati ottenuti confermano la
bonta del test tradizionale e la sua probabile maggior potenza.

4.2 Outliersetest di linearita

Lagran parte delle serie economiche e finanziarie € caratterizzata dalla presenzadi va-
lori eccezionalmente grandi o eccezionalmente piccoli rispetto alla sua media. Molto
spesso queste osservazioni sono associate ad altrettanti eventi straordinari che, il piu
delle volte, si esauriscono in quella sporadica apparizione. Altre volte invece, puo ac-
cadere che simili circostanze s verifichino piu di frequente lungo il range temporale
considerato, lasciando presagire la presenza di una qualche struttura nel DGP della
serie, tale per cui questi valori non possono essere considerati casi isolati. In queste
circostanze, la sostituzione dei valori anomali mediante le tradizionali tecniche di trat-
tamento degli outliers non si rivela generalmente appropriata.® La drastica rimozione
di queste osservazioni puo provocarelaperditadi alcunedelle proprietaintrinsechealla
serie, quali lanon-linearita, che possono invece essere molto utili in fase di previsione
o di semplice descrizione del fenomeno. Per contro, seil vero modello & effettivamente
lineare ma risulta contaminato dalla presenza di outliers, anche il test di linearita pud
subire pesanti alterazioni. E' questo il caso dd rifiuto dell’ipotesi di linearita dovuto
ala presenza di valori anomali che modificano la struttura, apparentemente in senso
non-lineare, della serie.

Le considerazioni che precedono indicano la necessita di disporre di una strategia
che siain grado di distinguere efficacemente tra nonlinearita e outliers nella specifi-
cazione del modello. Prima perd di presentare la metodologia proposta in letteratura
in simili circostanze e prima di descrivere le modifiche da apportare a test di linearita
derivato nella Sezione 3.5, occorre soffermarsi sul trattamento degli outliers. Di questo
¢i occuperemo nella Sezione che segue.

4.2.1 Unabrevediscussione sugli outliers

In questa Sezione verranno brevemente presentate alcune trale pitlimportanti tipologie
di outliers che si possono considerare all’interno di un modello lineare di tipo AR(p).

3Per una rassegna delle principali tecniche di trattamento dei valori anomali si veda, ad esempio, Balke e
Fonby (1994).
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Trale motivazioni che ci inducono a considerare modelli lineari in luogo di modelli
pit complicati (quali il modello STAR) vi € senz’'altro la constatazione che il test di
linearita contro I’ ternativadi tipo STAR & basato sulla stima di un modello ausiliario
che elineare nei parametri.

A tal fines consideri il modello (Martin e Yohai, 1986),

Yt = d(L)ys(1 —0¢) + Gt + e, t=1,..,T (4.5)

doveg(L) = 1— ¢y L — ... — ¢, LP rappresentail polinomio autoregressivo nell’ opera-
toreritardo L, §; € unavariabile binariache assume valore 1 con probabilitar e valore
0 atrimenti, mentre differenti specificazioni del processo {; possono generare diverse
tipologie di outliers; infine, a solito, €; ~ iid(0, 0?).

Il processo descritto dalla (4.5) pud essere considerato come composto da due parti:
una parte che rappresenta la linea guida del processo ¢(L)y. (il cosiddetto core pro-
Cess) e un processo contaminante (; (contaminating process). Queste definizioni sono
giustificate dalla considerazione che, di solito, = & molto piccolo (< 0.10), per cui il
piu dellevoltey; = ¢(L)y; + €;, mentre solo occasionalmentevale chey; = (;.

Diverse specificazioni per ¢; sono possibili:

e (; = ¢(L)y: + ¢ porta ad una specificazione outliers di tipo additivo (AO,
Additive Outliers),
Y = L)y + (¢ + € (4.6)
dove solamente |’ osservazione corrente € affetta da un’ anomalianell’ andamento
del suo livello.

e = d(L)y + % specifica una relazione di tipo outliers innovativo (10,
Innovative Outliers),

ye = ¢(L)ys + %@ +e€ 4.7)

doveuno shock intercorso al tempo ¢ si ripercuote anche sulle osservazioni future
secondo lastessadinamicadel processo core. Questo significachelaserieritorna
al suo andamento naturale molto lentamente.

o G =o(L)y:+ (1—C—t£L) con|¢| < 1 portaad un modello outliers con cambiamenti
temporanei (TCO, Temporary Changes Outliers),

yr = ¢(L)ys + (1572[/)& + € (4.8)

il quale produce un effetto simile a quello precedente, nel senso che s riflette
sulle osservazioni future.

e Senel modello TCO assumiamo & = 1,

yo= Ly + 10+ @9

otteniamo il modello outliers con cambiamento nei livelli (LSO, Level Shifts
Outliers).
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Specificazioni alternative per (; possono essere considerate; tuttavia, in un contesto di
analisi di serie temporali, due specificazioni sono comunemente impiegate (van Dijk,
Franses e Lucas, 1999a): I’outlier di tipo additivo (AO) e I’outlier di tipo innovati-
vo (10). Con riferimento a queste due tipologie, le stime dei parametri di un modello
AR(p) ottenute mediante minimi quadrati ordinari (OLS) sono consistenti ma ineffi-
cienti, nel caso 10, mentre il caso AO & addirittura peggiore poiché non garantisce
neppure la consistenza (van Dijk et al., 1999a).

Per ovviare ale deficienze causate dallo stimatore OLS, i parametri del model-
lo AR(p) possono essere stimati impiegando delle tecniche robuste di stima, le quali
assegnano un peso inferiore alle osservazioni considerate anomale. Ad esempio, 1o
stimatore robusto per un modello AR(p), y; = ¢'x; + € conxy = (1, Ye—1, -, Ye—p)"s
puo essere definito (van Dijk et al., 1999a) come soluzione della condizione del primo
ordine

T %
3 (st ) =0 =0 039
=1 e W

dove o rappresenta una misura di scala dei residui ¢; = y; — ¢'x;, mentre w, (-) e
w, (+) sono funzioni di ponderazione limitate tra 0 e 1. Dalla (4.10) si vede che lo
stimatore robusto non & altro che un tipo particolare di stimatore dei minimi quadrati

ponderati (WLS), doveil peso dellat-esimaosservazioneédato dal valoredi w . (-). Le
funzioni w, (-) e w, (-) dovrebbero essere scelte in modo tale da assegnare un valore
molto piccolo (o addirittura nullo) ale osservazioni contaminate. w ., (-) € di solito

specificata in termini di una funzione ¢ (r;) tale che si abbia w, (r;) = %’t’” per

rr # 0ew,(0) = 1edover; = (yf*q“”” ) In particolare, se i regressori x;

TeWa (X¢)
o0 la quantita (yf;&) sono grandi in valore assoluto,* ale funzioni w, (-) e ¥ ()

dovrebbe essere assegnato un peso tale dafar si che |’ osservazione contaminatariceva
un valore rel ativamente piccolo.

4.2.2 Robustificazione del test di linearita

van Dijk et al. (1999a) mostrano chei test tradizionali di linearita contro I’ alternativa
di tipo STAR tendono a rifiutare troppo spesso I’ipotesi nulla, anche asintoticamente.
Laragionedi un simile comportamento & dovutaalla distorsione che provocalo stima-
tore OLS in presenzadi outliers. Come soluzione, gli autori suggeriscono di utilizzare
delle tecniche robuste di stima, analogamente a quanto presentato nella sezione pre-
cedente. Gli stimatori robusti consentono di ottenere stime piu accurate dei parametri
assegnando un peso inferiore alle osservazioni contaminate.

In analogia a quanto visto per il caso dell’ eteroschedasticita, il calcolo della ver-
sione robusta ala presenza di outliers della statistica test LM 3 € basato sui seguenti
passi:

1. Stimareil modello lineare sotto I'ipotesi nulla utilizzando stimatori robusti. Ri-

“4Per una discussione completa sulle diverse specificazioni che pud assumere la funzione ¢ () si veda
Hampel, Ronchetti, Rousseeuw e Stahel (1986).
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cavare le quantita«w,. (7;) e, (x;) di ponderazione® e calcolarei residui pesati

Y (Pe) = Wy (Fy) 7y

2. Regredires) (i) sui regressori ponderati ., (x;) % (X}, X4y:—a, X4y2_ 5 X4y3_,)",
doveil simbolo .x indicala moltiplicazione el emento per elemento.

3. Laquantita T R?, dove R? rappresenta I’indice di determinazione lineare della
regressione di cui a punto 2, rappresenta la stetistica test LA/ 3. Sotto I'ipotesi
nulladi linearita, la statistica LM si distribuisce asintoticamente come una 2
con 3p gradi di liberta.®

Naturalmente, la procedura di cui sopra si adatta facilmente al calcolo delle versioni
robuste delle altre statistiche test trattate nella Sezione 3.5.

Risultati ottenuti tramite simulazione da Escribano, Franses e van Dijk (1998) e da
van Dijk et al. (1999a) mostrano che la statistica test cosi ricavata possiede una buona
potenzain piccoli campioni. Tuttavia, come e naturale attendersi, la sua potenzarisulta
inferiore rispetto alla statistica test tradizionale nei casi in cui la serie considerata non
sia contaminata dalla presenza di valori anomali. E' comunque auspicabile I'impiego
di questa versione della statistica test poiché presenta risultati soddisfacenti anche in
assenzadi outliers (van Dijk, 1999).

4.3 Un cambiamento di notazione

La rappresentazione formale del modello STAR che abbiamo utilizzato nelle pagine
precedenti ha assunto laforma

Yt :7r0+7r’wt+(00+0’wt) F(st;'y,c)—}—et t= ].,...,T (411)

dovem = (m1,...,mp), 0 = (01,..,6p)"s Wi = (Ye—1,.., Yt—p)', CON € ~ iid
N(0,0?) e dove lafunzione F () assumeva le tradizionali formulazioni logistica ed
esponenziae (s vedala Sezione 4.1).

Nella parte restante di questo Capitolo ci riferiremo ad una diversa notazione che
solo di recente & stata introdotta, ma che non comporta alcuna variazione nei risultati
precedentemente descritti. La suaintroduzione € giustificata da una miglioreinterpre-
tabilita del modello, prevalentemente in un contesto di regimi multipli e di parametri
che variano nel tempo poiché viene messo bene in evidenzal’ effetto netto cheil cam-
biamento di regime provoca sulla variabile oggetto di indagine. La (4.11) pud dunque
essere riscritta come

yr = ¢1%¢ (1 — F(s137,¢)) + ooxieF (5457, ¢) + € t=1,..T (4.12)

5La scelta del valore da attribuire alle quantita . () e Wy (x¢) avviene endogenamente a partire
dalla stimarobusta del modello sotto I"ipotesi nulla. Le osservazioni con valore entro I'intervallo (—¢, c1)
riceveranno un peso pari a 1, mentre quelle pit grandi di un certo valore e in valore assoluto assumeranno
valore 0. Pesi intermedi verranno attribuiti alle osservazioni rimanenti. Per una descrizione dettagliata sulla
determinazione di tali quantita e sul valore numerico che possono prendere le costanti ¢ e c2, si veda van
Dijk et al. (1999a) e van Dijk (1999).

6Laversione F della stessa statistica test pud essere ricavata senza difficolta
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dove (15,' = ((f)@o, ¢i,17 ceey ¢i7p)l, 1= 1,2ex; = (1,W£)I = (l,yt_l, ---7yt—p)/- Al
solito, F (-) rappresentalafunzionedi transizione, mentre e, ~ iid N (0, 02).

L'interpretazione della (4.12) & che, ad ogni istante ¢, I'evoluzione di y; € deter-
minata da una media ponderata tra due diversi modelli lineari autoregressivi. | pes
assegnati ai due modelli dipendono dal valore assunto dalla funzione di transizione
che, a sua volta, dipende dalla variabile di transizione s;. Larelazione chec'etrale
espressioni (4.12) e (4.11),

Yr = 1% + (d2 — 1) XeF(s157,¢) + & t=1,..,T (4.13)

descrive bene’ effetto prodotto daincrementi dellavariabile di transizioneche si riflet-
tono sul cambiamento graduale dei parametri autoregressivi da ¢, a ¢,. L'importanza
di unasimile notazione sara particolarmente evidente nel prosieguo di questo Capitolo.

Seguendo Jansen e Terasvirta (1996) & possibile anchericavare unageneralizzazio-
ne dellafunzione di transizione nel modo seguente:

-1
n
pocna= (1eom{ Lo o)) | asososa 1o
k=1

(4.19)
Per n = 1, la(4.14) porta al modello LSTAR tradizionle, mentreper n = 2 ec; =
c2 = ¢ S ottiene una buona approssimazione della funzione esponenziale, e quindi del
relativo modello ESTAR. La letteratura recente (Jansen e Terésvirta, 1996) considera
anchelapossibilitichen = 2, mac; # c2. Questo portaalafunzionelogisticadi tipo
quadratico

1
 l+exp{—7(st —c1)(s¢ —c2)}

F(s¢57,¢) ., a<c, v>0 (415

dove c = (c1,¢p)’. Lapeculiarita di questa formulazione & dovuta al fatto che, per
v — oo, lafunzionetendead 1 per s; < ¢1 €s; > ¢y, Mentreper c; < s; < ¢y tendea
0. Quindi, il modello STAR con questa particolare funzione di transizione comprende
il modello (SE)TAR atre regimi come caso particolare.

La Figura 4.1 sintetizza I’ andameto della funzione di transizione logistica di tipo
quadratico per divers valori di . Si noti che per piccoli valori di v, il puntodi minimo
della funzione, ottenuto in corrispondenza del valore di s; = % non ¢ lo zero.
Questo dovrebbe essere tenuto bene in mente quando s interpretano i risultati delle
stime ricavate da questo particolare modello STAR.

Sviluppi recenti (si veda Lundbergh e Terasvirta, 2003) hanno proposto ulteriori
generalizzazioni dellafunzione di transizione del tipo

0
F(s¢;v,0,¢) = , > 0,0 >0 4.16
(St Y C) 1 + eXp{—’y (St _ C)} Y ( )
dove, al solito, s; indicalavariabile di transizione, v il grado di lisciamento della fun-
zione di transizione, ¢ la soglia di passaggio da un regime all’ altro, mentre I' ulteriore
parametro ¢ rappresenta un parametro di asimmetria. Le restrizioniy > 0ed > 0
sono condizioni di identificazione del modello. Questo tipo di funzione di transizione,
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Figura4.1: Funzione di transizione logistica quadratica per diversi valori di vy ec; =
—lecy, =1.
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originariamente introdotta da Nelder (1961) e poi riutilizzata da Sollis, Leybourne e
Newbold (1999), & stata definita dagli stessi autori “funzione logistica generalizzata’.
Infatti, per 6 = 1 s ottiene la funzione logistica solitamente impiegata nei modelli
STAR (cfr. equazione (3.4) del Capitolo 3). Il parametro di asimmetriad si rivelaes-
senziale nello studio delle Target Zone come in Lundbergh e Terasvirta (2003), dove
le oscillazioni del tasso di cambio sono vincolate a variare entro i limiti imposti dalla
Target Zone.

4.4 Modelli STAR aregimi multipli

Il modello atransizione liscia descritto nelle pagine precedenti distingue solamentetra
due possibili stati dell’economia. Sebbene questa eventualita possa essere considerata
ragionevole in molte applicazioni concrete, a volte puo essere necessario considera-
re un modello piu elaborato per rappresentare fenomeni con dinamiche piu flessibili.
In quest’ottica si collocano i modelli STAR a piu regimi, i quali trovano una natu-
rale applicazione nella descrizione del comportamento di variabili macroeconomiche
al’interno delle varie fasi del ciclo economico (van Dijk, 1999).

Laletteraturatradizionale sul ciclo economico e solita distingueretra due soli stati:
contrazione ed espansione. Tuttavia, recenti evidenze mostrano che un simile modo
di operare si rivelail piu delle volte troppo restrittivo. Ad esempio, Sichel (1993) e
Ramsey e Rothman (1996) discutono concetti quali la“ profondita’ (deepness), la “ri-
pidezza’ (steepness) e la“affilatezza’ (sharpness) in merito a differenti aspetti che de-
terminano I'’asimmetriatrale variefasi del ciclo economico. Quindi, almeno intuitiva-
mente, se una variabile macroeconomicaesibisce simultaneamente diverse tipologie di
asimmetria, la sola distinzione tra espansione e contrazione pud non essere sufficiente
a caratterizzare completamente il suo comportamento.
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van Dijk e Franses (1999) e van Dijk (1999) modellano queste eventualita mediante
I"introduzione di regimi aggiuntivi a modello STAR tradizionale. Cosi a partire dal-
la (4.13), un modello STAR atre regimi si puo ottenere semplicemente aggiungendo
una seconda componente non lineare;

Y = 01x¢ + (d2 — d1) X Fi(si371,¢1) + (03 — ¢2) xeFa(se372,02) + & (4.17)

SeF; (+),i = 1,2 sonofunzioni logistiche’ e se, senzaperditadi generalita, assumiamo
chec; < ¢, dl’aumentaredi s; i parametri autoregressivi del modello (4.17) variano
gradualmente da ¢; a ¢3, passando per ¢,. La (4.17) e facilmente generalizzabile al
caso di m regimi:

Y = Oixe+ (92 — 1) e Fi(se;71,01) + (03 — 2) X Fo(s6590, C2) + -
et (D = 1) X Fr1 (865 Ym—1,Cm—1) + & (4.18)

E interessante notare come il modello additivo espresso dalla (4.17) sia molto simile
aquello utilizzato da Eitrheim e Terasvirta (1996) in fase di verifica della presenza di
non-linearita residue su un modello a due regimi, discusso nella Sezione 3.7.1. L'u-
nica differenza, a parte il cambiamento di notazione, &€ che nel modello di Eitrheim e
Terasvirta (1996) le due funzioni F; (), ¢ = 1,2 non sono vincolate a dipendere dalla
medesimavariabiledi transizione. Questo implicache Fy (s1¢;71,¢1) € Fa(sat; v, ¢2)
variano piu o meno indipendentemente |’ una dall’ altra, dando luogo cosi a quattro re-
gimi distinti, ognuno dei quali corrispondente a una particolare combinazionedi valori
estremi della funzione di transizione. In realta, dalla (3.78) si vede anche che I'in-
sieme delle parametrizzazioni lineari che compongono il modello STAR consistono di
tre soli elementi, per cui le dinamiche tra i quattro regimi non sono completamente
indipendenti traloro (van Dijk, 1999).

Un modo alternativo per estendere il modello STAR ai casi di regimi multipli de-
terminati da differenti variabili di transizione, € basato sulla notazione utilizzata nel-
la (4.12). Ad esempio, un modello a quattro regimi si puo ricavare annidando traloro
due diversi modelli STAR adue regimi:

e = [o1xe (1= Fi(si571,¢1)) + @9x Fi (1571, 61)] [1 — Fa(sae; 72, c2)] +
+ (5%t (1 — Fi(s1es71,¢1)) + @uxeFi(s1e571, ¢1)] Fa (26572, ¢2) + €
(4.19)

Si noti che adesso i quattro stati del modello, associati alle diverse combinazioni di
Fi(-)=0,1eF;(-) =0,1, sono indipendenti. Per valori di F; (-) e F» (-) compresi
trazero euno, larelazione effettivatray, ei suoi valori ritardati € espressa da unacom-
binazione lineare dei quattro modelli. L’ espressione (4.19), generalizzabile a caso di
2™ regimi conm > 2 grazie a principio dell’ annidamento, prende il nome di modello
STAR aregimi multipli (MR-STAR, van Dijk e Franses, 1999 e van Dijk, 1999). Un

7Come & noto dalla Sezione 3.1.1, le funzioni logistiche hanno la caratteristica di descrivere adeguata-
mente comportamenti asimmetrici della variabile oggetto di analisi. Pertanto, nell’ ottica in cui sono stati qui
introdotti i modelli STAR a piu regimi, risulta naturale riferirsi a una tale parametrizzazione della funzione
di transizione. Formulazioni alternative, quali quella esponenziale, possono essere trattate senza difficolta
(van Dijk, 1999).
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modello atre regimi pud essere ottenuto dalla (4.19) imponendo appropriate restrizioni
ai parametri dei modelli autoregressivi che prevalgono nei divers stati.

Come gia accennato, il modello (4.19) e appropriato solamente quando s 15 # s2;.
Sesiy =89 = st eecy < ¢, Fiy (+) variadazero auno primadi F (-) per vao-
ri crescenti di s;. Di conseguenza, il prodotto (1 — F (+)) F» (-) sara zero per quasi
tutti i valori di s; e lo sard a maggior ragione se y; € 7y, assumono valori elevati.
Questa eventualita puo essere esclusa imponendo la restrizione ¢ 3 = 0 poichg, in tal
caso, Fi (+) F» (-) = F» (-) eil modello risultante pud essere scritto in forma additi-
va come espresso dalla (4.17). Considerazioni analoghe valgono per generalizzazioni
della(4.19).

Per ulteriori considerazioni sul modello e per un’analisi della varieta di casi parti-
colari ricavabili dal pit generale MR-STAR , si rimanda alla letteratura sull’ argomen-
to.® In cio che segue ci soffermeremo brevemente sulla specificazione empirica del
modello.

4.4.1 Specificazione dei modelli MR-STAR

Un approccio che vadallo specifico a generale, nel qualeil numero del regimi €incre-
mentato gradualmente a seguito di test sulla desiderabilita 0 meno di stati aggiuntivi,
s rivelala scelta piu appropriata nella specificazione di un modello MR-STAR. In par-
ticolare, un modello a due regimi dovrebbe essere testato contro la presenza di regimi
aggiuntivi. Come punto di partenzasi potrebbe utilizzare il test per nonlinearita resi-
due di Eitrheim e Terasvirta (1996), sebbene s sia messo in evidenza come una tale
formulazioneristretta sia giustificata solo quando s1; = s2; = s;. Questo, infatti, assi-
cural’indipendenzafrai tre regimi previsti da modello (cfr. equazione (4.17)). Piuin
generale, van Dijk (1999) e van Dijk e Franses (1999) derivano un test per la verifica
dellapresenzadi regimi multipli in forma annidata come espresso dalla (4.19). A tale
scopo la (4.19) viene riscrittain unaforma piti conveniente,

Yo = OUxe + OSxe (516371, ¢01) + Oy X Fo (824572, ¢2) +
+ 0y X F1 (510571, €1) Fa (826572, €2) + &4 (4.20)

doved; = 1, ¢ = o — 1, ¢ = 3 — b1 €% = b1 — 2 — ¢ + ¢u. L'ipotesi nulla
da sottoporre atest riguardal’ aggiuntadel regimi determinati dallafunzione di transi-
zione F» (). 1l modello (4.20) soffre degli stessi problemi di identificazione descritti
nella Sezione 3.5, per cui s rivela essenziale I’ ulteriore ricorso al’idea dell’ appros-
simazione di Luukkonen, Saikkonen e Terasvirta (1988b). Restringendo I’ attenzione
al caso logistico®, dall’ approssimazione di Taylor a terzo ordine dellafunzione Fs (-)
nell’intorno del punto -y, = 0 si ricavail modello ausiliario

yr = 01X + 0% Fi (516571, ¢1) + BiWesar + ByWiss, + Bywisy, +

+ (B:;Wtsﬂ + BLwiss, + Béwtsgt) Fi(s1t371,01) +ue (4.21)

85 veda van Dijk (1999), van Dijk e Franses (1999) e van Dijk et al. (2000).
911 caso esponenziale puod infatti essere facilmente ricavato adattando a questo contesto |e considerazioni
giasvolte a suo tempo (s veda la Sezione 3.5.2).
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doveu; = € + R3(s2;72,¢2), x¢ = (1, wh) ew; = (yi_1, - Yi—p) - Neél passaggio
dalla (4.20) alla (4.21) s & implicitamente assunto che s»; fosse un elemento di wy.
In caso contrario, i regressori 3; 9sb,, i = 1,2,3 € Bi.085; °F1(s1571,¢1), i = 4,5,6
dovrebbero essere aggiunti alla (4.21).

L'ipotes nulla da sottoporre atest, per il caso in cui so; € un elemento di w, pud
essere formulata come

Hy:p1=B2=03=04=035=06 =0, (4.22)

mentre la corrispondente statistica test pud essere calcolata sulla base dei seguenti
passi:

1. Stimareil modello STAR adueregimi, calcolarei residui €, elarelativasomma
dei quadrati SSRy = Y/, é2.

2. Regredire é; su Xtantﬁl (s11), Oyx. ., (s11), Ohx,F., (s1;) el regressori au-
siliari wysh, € wiF (s14) s&, i = 1,2,3, e calcolare la quantita SSR; =
S°F, 42. Leespressioni £} (s14), F,, (s1;) € %, (s1;) indicano rispettivamente
le quantita Fy (s1¢; 41, &), 2H3e0180) @ 20(5191:8) mentre f, pud essere

stimato consistentemente sotto I’ ipotesi nullacome 6, = ¢» — .

3. Calcolarela statistica test1®
(SSRy — SSRy)/6p

LMgmRs = SSEJT—6p—2(p+1) " Feopr-6p—2p+1)  (423)
SSRy — SSR .
LMgmrs = T% ~ Xep (4.29)

Al solito, la versione F' della statistica test e preferibile in un contesto di piccoli
campioni.

Un inconveniente che si pud presentare & che i residui ¢, ricavati dal modello a
due regimi non siano esattamente ortogonali alla matrice dei gradienti per il semplice
motivo che le stime dei parametri sono state ottenute tramite algoritmi numerici di
ottimizzazione. Eitrheim e Terasvirta (1996), van Dijk e Franses (1999) e van Dijk
(1999) suggeriscono di aggiungere alla proceduradi test il passo seguente:

e Regredireé, sux; ex;F} (s1;) (ed anche 8yx, F, (s1;) €0yx,Fy, (s1;) e que-
Sl }ermini non sono stati esclusi), calcolare i residui ¢; e la quantita SSRy =
Zt:l €§

| residui €; saranno poi utilizzati nei passi 2 e3inluogodi ¢;.

Sel’ipotesi di un modello adueregimi vienerifiutatain favoredi un modello aquat-
tro regimi del tipo di quello espresso dalla (4.19), il passo successivo € rappresentato
dalla stima del modello alternativo tramite massima verosimiglianza (ML) o minimi

10| pedice EMR indica che si sottopone a test un modello STAR a regimi multipli di tipo annidato
(encapsulated), mentre il 3 indica che ci riferiamo alla statistica test L M4, di cui ala Sezione 3.5.1.
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quadrati non-lineari (NLS). Merita qui segnalare che laricerca di adeguati valori ini-
zidi s rivelain tal caso ancorapit importantedi quanto non lo fosse gia, dal momento
che le dimensioni del modello crescono molto rapidamente. Diventano quindi fonda
mentali le tecniche discusse a questo proposito nella Sezione 3.6.1, le quali possono
essere facilmente estese ai casi di regimi multipli. La procedura di specificazione s
conclude poi con le solite fasi di valutazione e utilizzo del modello stimato.

4.5 Modelli STAR con parametri variabili nel tempo

La non-linearita € soltanto unatra le caratteristiche che pud esibire una serie tempo-
rale. Un altro importante aspetto, che contraddistingue principalmente serie di elevata
ampiezza camionaria, € rappresentato dall’ instabilita strutturale. Nonostante I’ eviden-
zaempiricaconfermi che siala non-linearita che I’ instabilita struttural e rappresentano
dinamiche rilevanti dell’ evoluzione di molte serie macroeconomiche, I’ analisi dei due
fenomeni & avvenuta preval entementein modo isolato.

Tra le motivazioni che hanno spinto in questa direzione vi & senz’ altro la consta-
tazione che le due caratteristiche possono essere considerate come aternative in com-
petizione quando si vuole sottoporre atest la linearita di un qual che fenomeno econo-
mico/finanziario. Per contro, e possibile che una stessa serie presenti simultaneamente
caratteristiche di non-linearitae di instabilita strutturale.

Lundbergh, Terasvirta e van Dijk (2000) analizzano questa evenienza mediante
I’introduzione dei modelli STAR con parametri che variano nel tempo (TV-STAR).
Come gia accennato nella Sezione 3.7.2, si tratta di una classe di modelli che permet-
te di descrivere simultaneamente sia la non-linearita (di tipo smooth transition), siala
variabilitadel parametri nel corso del tempo. Un simile modello si ricava dall’ espres-
sione (4.19) assumendo sy = y;_q4, per d > 0 e sy, = t. |l risultante TV-STAR
rappresenta dungue un caso particolare del pit generale MR-STAR:

e = [01xe (1= Fi(yi—a;v1,¢1)) + 6% F1 (Ye—a; 11, e1)] [1 — Fa(t; 72, e2)] +
+ [d5x¢ (1 — FL(ye—a; 71, ¢1)) + 04X F1(ye—a; 11, 01)] Fo(t; 72, ¢2) + €
(4.25)

Si vede dalla (4.25) che y; segue un’evoluzionedi tipo STAR ad ogni istante ¢, accom-
pagnata da un gradual e cambiamento nel valoredei parametri autoregressivi in entram-
bi i regimi, da¢1 a¢s per Fi(yt—a;v1,¢1) = 0 edags agy per Fi(yt—a;1,c1) = 1.
Ovviamente, imponendo opportune restrizioni a valore dei parametri autoregressivi
nei differenti regimi si possono ottenere casi particolari, comei modelli lineari che di-
ventano modelli STAR in corrispondenzadi certi istanti temporali ¢, 0i modelli STAR
a due regimi con parametri variabili in uno solo dei due stati. Anche il modello au-
toregressivo con soli parametri che variano gradualmente nel tempo (TV-AR) di Lin
e Terasvirta (1994) puo essere ricavato come caso particolare della (4.25); € infatti
sufficiente imporre le restrizioni ¢, = ¢» € ¢3 = ¢, in modo tale che risulti!

yr = 01X (1 = Fo(t; 92, ¢2)) + d3xe Fo(t; v, ) + € (4.26)

Fissando ¢ = ¢3 @ p2 = ¢4 S ottiene invece il modello STAR a due regimi, ampiamente discusso nel
Capitolo precedente.
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Come per il caso MR-STAR ci limiteremo qui a descrivere brevemente la specificazio-
neempiricadei modelli TV-STAR. Per unarassegnacompletasui casi particolari chesi
possono ottenere apartire dalla (4.25) si rimandainvece avan Dijk (1999) e Lundbergh
et al. (2000).

45.1 Specificazione dei modelli TV-STAR

L applicazione del modello TV-STAR ai dati richiede|’impiego di una coerente strate-
giaoperativa. In primo luogo dovrebbe essere deciso se unatal e specificazionesi rivela
appropriata o se invece sono da privilegiare modelli pit semplici, ricavabili come casi
particolari del modello TV-STAR.

Supponendo di aver preliminarmente risolto il problema della scelta del valore di
d e dell’ ordine autoregressivo p, Lundbergh et al. (2000) individuano due possibili
strategie alternative. La prima, giaimpiegata da Terasvirta (1994) nella specificazione
del modelli STAR e da van Dijk e Franses (1999) per quelli MR-STAR, s basa sulle
raccomandazioni di Granger (1993): partire da un modello specifico per arrivare a un
modello pit generale se quello stimato non supera una determinata batteria di test.
La soluzione alternativa che propongono si concentra su un approccio che va dallo
specifico al generalee poi di nuovo allo specifico. Si trattadi unaproceduranellaquale
lalinearita & verificata direttamente contro I’ alternativa di tipo TV-STAR (specific-to-
general). Selalinearita viene rifiutata, dall’ applicazione di un sottoinsieme di test s
val uta se specificazioni piu parsimoniose, come quellaSTAR o quellaTV-AR, possano
fornire una adeguata caratterizzazione della serie (general-to-pecific).

Al fine di analizzare dettagliatamente le due procedure, s riscriva la (4.25) nella
forma

yr = %+ % Fi(Yyi—a; 1) + 7' xeFo (b5 72, ¢2) +
+0'x¢ F1 (Ye—a; 71, 1) Fa(t5792, 02) + € (4.27)

dove a = ¢1, 8= ¢2 — 1, T=¢3 — P €0 = ¢4 — ¢ — ¢3 + ¢1. Nella(427)
la linearita puo essere testata verificando I'ipotesi Hy : 71 = 72 = 0. Le considera-
zioni di non identificabilita di certi parametri sotto I'ipotesi nulla rendono necessaria
|"applicazione della procedura di approssimazione di Luukkonen et al. (1988b). Se
assumiamo che F (-) e F» (+) siano funzioni logistiche dalle quali si sottrae la quantita
+. I' approssimazione del primo ordine portaa modello ausiliario?

yr = &"x¢ 4+ B Wiy + 7%t + 07 X yp—qt + €4 (4.28)

L'ipotesi di linearita si pud adesso verificare sottoponendo atest H : (*
0* = 0 nella(4.28) e si basa sui seguenti passi:

™ =

1. Regredirey; sux; e cacolarelasommadei quadrati dei residui SSRy.

2. Regredirey; sux;, w4, Xst €Xy; 4t € calcolarelaquantita SSR; .

L2Assumiamo inoltre che d < p in modo tale che g, ¢ Siaun elemento di we = (y¢—1, -+, Yt—p) -
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3. Cdcolarela statistica test

(SSRO — SSRl)/ (3p+ 2)
SSRy /(T —4p—3)

LMTV—STAR = ~ F3p+2,T—4p—3 (4.29)

SSRy — SSR
(550 =35 e (4:30)

LMry_star =T
| regressori ausiliari del modello (4.28) possono essere impiegati anche per testare
la linearita contro specifici sotto-modelli del TV-STAR. Ad esempio, la linearita pud
essere accertata contro |’ alternativa di tipo STAR sottoponendo a test I'ipotesi H ™ :
f*=0|n* =6* =0nela(4.28).

Dall’ equazione (4.27) € anche possibile verificarel'ipotesi di costanza dei parame-
tri sui residui di un modello STAR adueregimi (s vedala Sezione 3.7.2). Laprocedura
di test € uguale a quella descritta a proposito della presenza di regimi multipli analiz-
zatanella Sezione 4.4.1. L’ unica differenza & rappresentata dall’ espressione di s o, nel
modello ausiliario (4.21) che, intal caso, € so; = t. Per il resto, con I’ accortezza che
s5¢ = t non & un elemento di w, la proceduradi test rimane inalterata.'® Si noti che
la teoria sulla distribuzione asintotica della statistica test non cambia anche se la va-
riabile di transizione & rappresentata da un trend deterministico non stazionario (Lin e
Terasvirta, 1994).

4.5.2 Approccio “dallo specifico - al generale”
Questo tipo di strategia operativa puo essere riassunto nei seguenti passi:
1. Specificare un modello lineare di tipo AR(p) per laserie y;.

2. Testare I'ipotesi di linearita separatamente contro le alternative TV-AR (H :
7™ =0|p*=6"=0)eSTAR(Hy : f* =0 | n* = 6* = 0) apartire
dal modello (4.28). Il valore appropriato di d pud essere selezionato ripetendo
ciascun test per diverse sceltedi y; 4, d = 1, ..., dmax COMe variabile di transi-
zione, e scegliendo quellaper cui il p-value della statistica test risulta pit piccolo
(Terasvirta, 1994).

3. Selalinearita non pud essere accettata, stimare il modello sotto I'ipotesi alter-
nativa per il quale I'ipotesi nulla e rifiutata in modo piu marcato. Testare suc-
cessivamente il modello stimato per la presenza di non-linearita di tipo STAR
aggiuntive o per la costanzadei parametri.

4. Stimareil modello TV-STAR sei test di cui a punto 3 forniscono adeguate con-
ferme in questa direzione. Vautare infine il modello stimato contro ulteriori
errate specificazioni.

13| ndicheremo con LMc 3 lastatistica test cosi risultante, dove il pedice C indica che si sottopone atest
la costanza (constancy) dei parametri in un modello STAR adue regimi, mentreil 3 si riferisce, a solito, ala
statistica test L M3 di cui ala Sezione 3.5.1.
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4.5.3 Approccio “dallo specifico - al generale - allo specifico”

La procedura appena descritta si rivela abbastanza dispendiosain termini di tempo e
puo portare alla specificazione di un modello finale crucialmente alterato dalle decisio-
ni assunte nei diversi passi che lacompongono. Per ovviare a questi inconvenienti, van
Dijk (1999) e Lundbergh et al. (2000) propongono questo secondo approccio (specific
to general to specific):

1. Specificare un appropriato modello lineare AR(p) per laserie y .

2. Utilizzarelastatistica L M1y _sT 4R per testaredirettamentel’ipotes di linearita
contro I’ alternativadi tipo TV-STAR (6* = n* = 6* = 0 nella(4.28)). Ripeten-
do il test per diverse scelte di d € possibile selezionare un’ adeguata variabile di
transizione.

3. Selalinearita viene rifiutata, verificare I’ effettiva esigenza di un modello TV-
STAR sottoponendo atest leipotesi:

HFTAR . g =6* =0
H(JTV*AR:W*ZO*:O

nel modello ausiliario (4.28). Le corrispondenti statistiche test, indicate con
LMsypar € LMyyv_ag, possiedono distribuzione asintotica x2 con 2p + 1 e
2p + 2 gradi di liberta. Dall’ espressione dei parametri 8*, #* e 6* in funzio-
ne di quelli del modello originario (si veda van Dijk, 1999 o Lundbergh et al.,
2000) otteniamo che, sotto Hy 74% il modello si riduce a un TV-AR, mentre
sotto HI'V =% diventaun modello STAR adue regimi. Da queste osservazioni
s ricavano le seguenti regole di decisione:

o se sia HyTAR che HIV=% sono rifiutate, mantenere il modello TV-
STAR;

o se HyTAR grifiutata mentre HI'V % non lo &, selezionare un modello
STAR,;

o se HIV—AF grifiutatae H5T 4% no, scegliere un modello TV-AR.

Una possibile complicazione, che non consente di scegliere nettamente tra una

delle aternative, sorge quando né HSTA% ne gV~ 4% sono rifiutate, mentre
TV-STAR

H, loera.

4. Stimareil modello selezionato a punto 3 e valutarne le proprieta.

A differenzadi quello precedente, il vantaggio principale dell’ approccio specific to ge-
neral to specific & che non richiede la stima di alcun modello non-lineare intermedio.
Sono infatti sufficienti le regressioni OL S del vari test ela stimadel modello seleziona-
to a punto 3 tramite massima verosimiglianza o minimi quadrati non-lineari. A questo
proposito, relativamente alle tecniche di stima, valgono le medesime considerazioni
accennate per i modelli aregimi multipli.
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4.6 Considerazioni conclusive

In questo capitolo sono state presentate alcune delle principali estensioni del modello
STAR tradizionale. Oltre alla robustificazione del test di linearitain presenzadi etero-
schedasticitagenericaed outliers, si sono introdotti i modelli apiti regimi (MR-STAR)
equelli con parametri variabili nel tempo (TV-STAR) al’interno di unanotazionealter-
nativa. In nessun caso s trattadi una completa ed esaustiva trattazione dell’ argomento,
ma s e voluto semplicemente accennare a possibili estensioni del modello STAR di
base, sulle quali si staconcentrando laletteratura piti recente. Ulteriori generalizzazio-
ni sono possibili ed auspicabili. Infine, alcune delle tecniche presentate saranno estese
al’analisi dellavolatilitasui mercati finanziari nel capitolo successivo.
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Capitolo 5

Moddli GARCH atransizione
liscia

Nei Capitoli precedenti si &ipotizzato chelavarianzacondizionatadel terminedi errore
sia costante nel tempo e ci siamo concentrati sullaricerca di una adeguata rappresen-
tazione della dinamica del livello di una generica serie . Tuttavia, il pit delle volte,
una semplificazione del genere non trova riscontri oggettivi nelle analisi empiriche,
limitandone di fatto I’ attendibilita dei risultati.

Laverificadell’ipotesi di omoschedasticita diventa quindi importante per due mo-
tivi: uno economico e uno piu prettamente statistico-econometrico. Dal punto di vista
statistico, una varianza che cambia nel tempo ha implicazioni sulla validita e sull’ ef-
ficienza dei risultati inferenziali tratti dai parametri stimati nell’ equazione della media
condizionata. L'interpretazione economica fa invece riferimento a fatto che molte
serie economiche, ed in particolare finanziarie, reagiscono pil 0 meno rapidamente
al’'insorgere di nuova informazione. La concentrazione di tali innovazioni in mo-
menti particolari provocareazioni a catenanel comportamento degli agenti economici,
che s riflettono in un aumento della variabilita® (e quindi della varianza) del singolo
fenomeno.

I1 modello econometrico di riferimento utilizzato per descrivere la dinamica della
varianzadi una serie temporale € quello ad eteroschedasti cita condizionata autoregres-
siva (ARCH) di Engle (1982), dove la varianza condizionata € rappresentata come
funzione lineare di ¢ ritardi delle innovazioni a quadrato. Da alora, numerose sono
state le variazioni e le applicazioni del modello base (si vedala Sezione 2.2). Ad esem-
pio, Bollerslev (1986) introduce il modello ARCH generalizzato (GARCH) estenden-
do quello di Engle fino ad includervi p ritardi della varianza condizionata. Con questa
nuova rappresentazione il numero dei parametri da stimare pud essere considerevol-
mente ridotto ed & sempre possibile esprimere un modello GARCH stazionario come
un ARCH con un infinito numero di parametri (Bollerslev, 1986).

Engle e Bollerslev (1986) sono stati tra i primi a introdurre il concetto di non-
linearita nel contesto (G)ARCH. Essi propongono un modello nel quale la dinamica

10, nella terminologia dei mercati finanziari, volatilita.
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dellavarianza condizionatacambia con I'impatto dei residui al quadrato e dovelatran-
sizione tra differenti stati di volatilita & determinata dalla funzione di distribuzione
cumulata dellanormale (cfr. Sezione 2.2.4).

L’ osservazione empirica di una correlazione negativa tra volatilita e innovazioni,
la cui prima documentazione ufficiale risale a Black (1976) sotto il nome di effetto
leverage, € allabase di unaclasse di modelli (G)ARCH vaolti proprio a catturare questo
tipo di asimmetria.

I modelli che analizzeremo in questo Capitolo sono inspirati alla classe dei mo-
delli autoregressivi atransizione liscia (STAR) di Luukkonen, Saikkonen e Terasvirta
(1988b) eriuniscono in un’ unicaformalizzazione, siale caratteristiche di non-linearita,
sial’eventuale presenza di effetti leverage.

La struttura del Capitolo € la seguente: la Sezione 5.1 introduce i modelli e ne
discute le principali caratteristiche e la Sezione 5.2 si concentra sulla verifica empirica
degli effetti di tipo GARCH atransizione liscia (STGARCH). Nelle Sezioni 5.3 e 5.4
sono analizzate le fasi di stima e valutazione del modello, mentre nella Sezione 5.5
ne sono discusse brevemente alcune generalizzazioni. 1l Capitolo si conclude con la
presentazione di una strategia operativa e con unaesemplificazione su dati reali relativi
ai Fed-Funds Rates statunitensi, gia impiegati nel Capitolo 3 per I'andlisi della media
condizionatatramite modelli della classe STAR.

51 | modelli STGARCH

Seguendo Engle (1982) e definendo con y: . lamediacondizionatadel generico processo
¢, assumiamo che

Yt = Wt + €, € =NV e (5.1)
con
Nt ~ tid N(0,1) (5.2)
per cui
€t | It—l ~ N(O, ht) (53)

edove I;_; indical’informazionedisponibilefino a tempo ¢ — 1, mentre h, rappresenta
unaqualche dinamicadella varianzacondizionatadi €. Per contro, assumeremo chela
varianzanon condizionatadi €; continui ad essere costante.

Specificazioni diverse per h; sono possibili e danno luogo a differenti modelli
(G)ARCH. Né modello originario di Engle (1982), h; dipende da ¢ valori ritardati
delleinnovazioni a quadrato:

hi =w+ai€_; + ...+ aqef_q (5.4)

eprendeil nomedi modello ARCH(q).
Bollerslev (1986) aggiunge all’ equazione (5.4) p ritardi della varianza condiziona-
ta,
ht =w+ 0416?_1 + ...+ Oéqﬁg_q + Blht—l + ...+ Bpht—p (55)

e chiamail suo modello ARCH generaizzato di ordine p, ¢, indicato con I’ acronimo
di GARCH(p,q).
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Nei modelli (5.4) e (5.5), h; & espressa come funzione lineare delle innovazioni al
quadrato e dei ritardi dellavarianzacondizionata. EstendendoI’ideadei modelli STAR
all’ equazione della varianza condizionata, Hagerud (1996) e Gonzalez-Rivera (1998)
propongono, in duelavori indipendenti, un modello (G)ARCH di tipo non-linearedove,
a solito, la non-linearita e introdotta da una funzione di transizione. Questo da luogo
a due diverse classi di modelli STGARCH: logistico (LSTGARCH) ed esponenziae
(ESTGARCH). Hagerud (1996) definisce il modello STARCH come:

q q
hy =w+ Z Oéhff_i + Z as; F (6,5,2') Ef_i (56)
i=1 i=1
dove F' (e;—;) pud assumere | e specificazioni logistica,
F (e ;) = 1 - 1, v>0 (5.7)
1+exp{—ve—i} 2
ed esponenziale,
F(e—i)=1—exp{—7ye ;}, >0 (5.8

Lo stesso Hagerud (1996) estende poi il modello fino a comprendervi p ritardi della
varianza condizionata nel modo seguente:

q q p
hy =w+ Z Oéuef_,- + Z ag; F (6,571') 6?—1’ + Z tht,j (5.9)
i=1 i=1 j=1
Un modello simile a quello STGARCH logistico di Hagerud (1996) & stato indipen-
dentemente proposto da Gonzalez-Rivera (1998):

q q P
hi = w+ Z auff_i + <Z 0421‘6?_,-> F(e—a;y) + Z Bihi—; (5.10)
i=1 j=1

i=1
dove .
F(e_aq;7) = - =
(et dz’y) 1 + eXP{—VGt—d} 27
Si noti che per ¢ = d = 1, il modello di Hagerud (1996) e quello di Gonzélez-Rivera
(1998) diventano uguali.?
Una generalizzazione del modello di Hagerud (1996) € stata proposta da Lund-
bergh e Terésvirta (1998) e si basa sulla seguente struttura dinamica per la varianza
condizionata:

>0 (5.11)

q q q P
he=w+ Y a6+ Y anF (i) + Y asiF (i) i+ ) Bihij (512)
i=1 i=1 i=1 j=1

Il principale vantaggio di questarappresentazione e quello di essere molto pit generale
di quelle precedenti, tanto dacomprenderle come casi particolari. 3 Tuttavia, in nessuno

2Sebbene restrizioni su p non siano necessarie per assicurare |’ uguaglianza trai due modelli, & pratica
comune scegliere p = 1.

3L_undbergh e Terasvirta (1998) considerano unafunzione di transizione piti generale del tipo della (4.14)
con s¢ = €;—; edallaquale non viene sottratta Iaquantita%.
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dei modelli che precedono & stata imposta una struttura non-lineare per h_;, j =
1,...,p, poichéil modello € gia molto flessibile senza una tale estenzione (L undbergh
e Terésvirta, 1998).

Anderson, Nam e Vahid (1999) estendono il modello di Gonzélez-Rivera (1998)
fino a comprendervi I’ assunzione che la risposta della volatilita futura alle innovazioni
del mercato dipendain parte dallo stato di volatilita corrente:

q p
hy = w1+2a1i62_i+261jht_j+
i=1

= j=1

q P
+ (o.)z + Z 0421'6?71' + Z nghtj> F (thd; ’)/) (513)

i=1 j=1

Con questa rappresentazione, che gli autori definscono Asymmetric Nonlinear Smooth
Transition GARCH (ANST-GARCH), € possibile determinare I'importanzadel grado
di lisciamento della funzione di transizione, nonché di valutare se il cambiamento di
regime sia da attribuire maggiormente ai coefficienti di ~;—;, j = 1,...,p, o dle sole
innovazioni a quadrato €? , i,...,q. Si noti che, adesso, gli effetti della volatilita
passata si riflettono su quella corrente attraverso la somma dei parametri 515 € [,
j =1,..., p. Questo risulta potenzial mente importante poiché, in pratica, il valoredi 3
rappresentail pit grande ed il pit significativo parametro di unaqual che specificazione
GARCH (Anderson et al., 1999).

In cio che segue ci occuperemo delle proprieta del diversi modelli STGARCH e
faremo vedere come, per il caso piu comune nellapratica, ¢ = p = d = 1, le diverse
specificazioni siano tutte compresein quelladi Anderson et al. (1999).

5.1.1 Proprietadei modelli STGARCH

I1 modello STGARCH di Hagerud (1996) presenta, nella versione logistica, dinami-
che simili aquelle del modello GJR di Glosten, Jagannathan e Runkle (1993). Infat-
ti, facendo tendere «y al’infinito, la funzione logistica tende alla funzione indicatrice
S (e:—; < 0), che assume valore uno se la codizione e vera (e;—; < 0) e valore zero
atrimenti. In entrambi i modelli, rispecchiando le considerazioni di Black (1976), la
varianza condizi onata segue un processo quando | e innovazioni sono positive e un altro
processo quando le innovazioni sono negative (effetto leverage). Tuttavia, il cambia-
mento da un processo all’ altro avviene in modo istantaneo nel modello di Glosten et
al. (1993), mentrein quello STGARCH logistico, il passaggio daun processo all’ atro,
ovverodaun regimedi volatilitaad un altro, € governato dal grado di lisciamento della
funzione di transizione.

Nel modello STGARCH esponenziale, se daun lato il passaggio dauno stato di vo-
latilita all’ atro avviene pit o meno gradua mente a seconda del vaore di ~, dall’ altro,
ladinamicadi h; & indipendente dal segno di ¢; ;, ed € invece strettamente connessa
all’impatto delle innovazioni a quadrato. Cid rende un modello GARCH simmetrico
(assenza di effetti leverage) nel quale la dinamica della varianza condizionata evolve
in modo non-lineare.
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Inoltre, siail modello logistico che quello esponenziae, per v = 0 o per a»; = 0,
i =1,...,q, collassano a quello lineare di Bollerslev (1986), se ci riferiamo all’ equa-
zione (5.9), oaquello di Engle (1982), se consideriamo I’ equazione (5.6).

Tabella5.1: Condizioni per la positivitadi h; nei diversi modelli.

Modello Restrizioni sui parametri
LSTGARCH w>0
Hagerud (1996) a; >0 i=1,...,¢q
Gonzalez-Rivera (1998) ay > Loyl i=1,..,q
BJZO jzl,...,p
ESTGARCH w>0
Hagerud (1996) a;; >0 i=1,...,¢q
ay; +ag; >0 1=1,...,q
BJZO jzl,...,p
LSTGARCH w>0
Lundbergh e Terasvirta (1998) w+ >y >0
aliZO izl,...,q
a1 +as; >0 1=1,...,q
BJZO jzl,...,p
LSTGARCH wy >0
Anderson, Nam e Vahid (1999) a;; >0 i=1,..,q
Blj Z 0 .] = 17"'7p
w1 +we >0
a1i+a2i20 Z:]-;;q
Blj +62] Z 0 ] = ]-7"'7p

Considerazioni analoghe valgono per il modello logistico di Gonzélez-Rivera (1998),
il quale, come gia osservato, per ¢ = d = 1, & uguale al modello di Hagerud (1996).

L'estensione di Lundbergh e Terasvirta (1998) costituisce un’ ulteriore generaliz-
zazione del modello. Infatti, non solo comprende il modello GJR come caso parti-
colare, maincorpora anche una versione non-lineare del modello GARCH quadratico
(GQARCH) di Sentana (1991 e 1995) attraversoil termine Y7 | a2 F (€4—;).

Infing, il modello ANST-GARCH di Anderson et al. (1999) puo essere visto co-
me una generalizzazione di quello di Fornari e Mele (1997), dove la voldtilita futura
dipende in parte dagli shock inattesi di quella corrente. L’'innovazione introdotta da
Anderson et al. (1999) riguarda il modo con cui si determinail cambiamento di vo-
latilitafrai diversi regimi; questo corrisponde al’idea della transizione liscia comein
Gonzélez-Rivera(1998).4

4Per ulteriori dettagli s rimanda ad Anderson et al. (1999). Si noti che, sia Anderson et al. (1999)
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Tabella5.2: Condizioni per lastazionarietadi h; nei diversi modelli.

Modello Restrizioni sui parametri
LSTGARCH
Hagerud (1996) | > 7, [aui — 5 |agi| + max (a2, 0)] + 227, 85 < 1
ESTGARCH
Hagerud (1996) YL [an; + max (s, 0)]
LSTGARCH
Gonzélez-Rivera | >0 a5 >0 asi+35_ B <1, F(-)==3
(1998) Yo+ f  B;<1, F()=0
LSTGARCH
Lundbergh e Dimy i+ Yy i+ D a5 B < 1
Terasvirta (1998)
LSTGARCH
Anderson, Nam Z?:l a1 + E?:l ﬂlj + % (E(ilzl a2 + E(ilzl BQ]‘) <1
e Vahid(1999)

In analogia ai modelli tradizionali di Engle (1982) e Bollerslev (1986), restrizioni
sui parametri dei diversi modelli STGARCH sono imposte per assicurare la positivita
della varianza condizionata. Tali restrizioni sono riassunte nella Tabella 5.1. La Ta-
bella5.2 riportainvece le condizioni, solo sufficienti, che assicurano la stazionarietain
covarianzadi h; nelle diverse formulazioni.

Consideriamo adesso il caso particolarein cui ¢ = p = d = 1 e facciamo vedere
chetutte le atre rappresentazioni STGARCH si possono ottenere come casi particolari
del modello ANST-GARCH di Anderson et al. (1999):

hy = wy + 04116?_1 + Brihi—1 + waF(et—1) + 042163_1F(6t71) + Borhi—1F(et—1)

(5.14)
Imponendo la restrizionew, = f21 = 0, s ottengono i modelli di Hagerud (1996) e
Gonzalez-Rivera (1998), mentre se solo 521 = 0, s ricavail modello di Lundbergh e
Terasvirta (1998).° Se aumentiamo I’ ordine di ¢, p ed (o, al limite, del solo ¢), quanto
sopranon risulta pitl verificato con esattezza. ®

che Gonzélez-Rivera (1998) considerano esclusivamente una funzione di transizione logistica. In tutti quei
casi in cui la presenza di effetti leverage non risulta verificata pud essere comunque conveniente modellare
la varianza condizionata tramite una parametrizzazione della classe STGARCH. In simili circostanze, una
funzione di transizione esponenziale potrebbe essere piu appropriata, per cui, in quel che segue, prenderemo
in esame anche questa eventualita.

5Si osservi che dalla (5.14) si possono ricavare anche i modelli ARCH (81 = w2 = a1 = fBa21 = 0)
€GARCH (w2 = a21 = 21 = 0).

6Ne fa eccezione il solo casoincui g = d = 1, con p qualsiasi.
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5.2 Test per effetti STGARCH

Da momento che lastimadi un modello GARCH atransizionelisciarisultapiti dispen-
diosadi quelladi un modello GARCH pit semplice, la prima operazione da compiere
nella fase di specificazione riguarda la verifica empirica di unatale ipotesi. Diventa
allora fondamentale derivare una procedura che sia in grado di discriminare tra una
parametrizzazione lineare della varianza condizionata contro I’ alternativa di tipo non-
lineare, qual’ e quellaatransizioneliscia. Tuttavia, primadi sottoporreatest unasimile
ipotesi € naturale verificare la presenza 0 meno di eteroschedasticita condizionata di
tipo ST(G)ARCH. A tale scopo, la procedura che deriveremo € molto simile a quella
di Engle (1982) per I'assenza di effetti ARCH, ed e basata sull’idea dell’ approssima-
zione di Luukkonen et al. (1988b). La motivazione di un tale modo di operare &
sempre la stessa: il modello STARCH, in una qualungue delle formulazioni descrit-
te, € caratterizzato dalla presenza di parametri non identificati sotto I'ipoesi nulla di
omoschedasticita.

Nel caso logistico, I'approssimazione di Taylor a primo ordine della funzione di
transizione valutatanell’intorno di v = 0, & pari a

Ty (e1—i;v) = %et,i + Ry (et—i;7y), i=1,...,q oppure i =d fisso, (5.15)

mentre per il caso esponenziale avremo’
Ty (et—i;y) = vei_, + Ry (e4—i;7), i=1,...q oppure i =d fisso, (5.16)

Sostituendo T3 (-) & posto dellafunzionedi transizione nei diversi modelli STARCH e
riordinando i termini, si ottengono i modelli ausiliari su cui basareil test per |’ assenza
di eteroschedasticita condizionatadi tipo smooth transition:

ht = Oé/Vt (517)

dove a rappresentail vettore dei coefficienti, mentre v, indicail vettore dei regressori
daincludere nel modello ausiliario. La composizione del vettore v ; cambia a seconda
del tipo di modello STARCH considerato e dalla forma della funzione di transizione.
Nella Tabella 5.3 sono riassunte tutte le possibilita che si possono presentare.

In anal ogiaa quanto proposto daEngle (1982), il test per I’ assenza di effetti STAR-
CH puo essere derivato a partire dal principio dei moltiplicatori di Lagrange (LM) e
si basasul calcolo dellastatisticatest T'R?, dove R? indical’indice di determinazione
lineare dellaregressione

& =avi+ & (5.18)

7L’ unica eccezione si hanel modello di Lundbergh e Terasvirta (1998), i quali considerano una funzione
di transizione piu generica che comprende quella esponenziale solo come approssimazione (si veda la Se-
zione 4.3 tenendo presente che, intal caso, st = €;—;, ¢, = 0 Vk e viene tolta dalla funzione la quantita
%). L’ approssimazione di Taylor a primo ordine sara dunque 73 (e¢—;;7y) = %efﬂ. + Ri(et—i;7). Cio
che cambia & I’ espressione dei coefficienti in funzione di quelli del modello originario, ma non i regressori
daincludere in quello ausiliario.
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mentre 7' rappresentail numero di osservazioni della stessa regressione. Larisultante
statistica test possiede distribuzione asintotica di tipo x2 con gradi di liberta pari al
numero dei regressori del vettore v, diminuito di una unita.

Tabella5.3: Composizione del vettore v nel test per STARCH(Q).

Engle (1982)
vi= (1,6 1, el ) ARCH(q)
Hagerud (1996
vy = (1, € 1, 6%711,6?71, vy 6?711)1 Logistico
Vi = (1,6 1 s € g€t 1y ety Esponenziale
Gonzéalez-Rivera (1998)
vy = (1, €7 1y e%fq,efflet_d, €, ...,effqet_d)l q > d Logistico
vy = (1, €7 1y 6%7,176%716?_51: s €1 ...,effqef_d)l q > d Esponenziae
vy = (1,6%71, ...,6%711,6%71&,(1, ...,efqut,d)l q < d Logistico
vy = (1,6%71, ...,6%711,6%716?_517 ...,e?quf_d)’ q < d Esponenzide
Lundbergh e Terasvirta (1998)
vy = (1, €Ly eey Etegy €11y oony 6%711, €] 1ynens e?fq)l Logistico
Ve = (L€ s € € goenet ) Esponenziale
Anderson, Nam e Vahid (1999)
Vi = (1,61, €y €t—ds €7_1€t—ds s €5_g, ...,eg_qet_d)l g > d Logistico
vy = (1, €7 1y Gg_q,ﬁf_ﬁ?,d, e €8 gy ...,ef_qefid)l q > d Esponenziae
vi= (1,6 1, €y €t—d, € 1€1—d, ...,ef_qet_d)l g < d Logistico
vi= (1,6 1, € €€ 161y, ...,effqef_d)l q < d Esponenziale

La composizione del vettore v; in Tabella 5.3 € stata deliberatamente separata a
secondachelafunzionedi transizionefosse di tipo logistico o esponenziale. Tuttavia, &
anche possibile sottoporre atest I'ipotesi nulla di omoschedasticita contro I alternativa
di tipo smooth transition ARCH generica, includendo semplicemente nel vettore v i
regressori ausiliari di entrambe le parametrizzazioni. Cosi ad esempio, nel modello di
Hagerud (1996), il calcolo dellastatisticatest 2 & basato sull’ indice di determinazione
lineare dellaregressione ausiliaria

2

_ 22 2 -3 3
€ = aotang_ g .. tagg_, T a2 ..+ +
4 4
tazi€ g+ tazgé, + & (5.19)

A cambiare saraancheil numero dei gradi di libertache, nel caso in esame, € pari a 3¢

8|_adimostrazione formale dell’ appartenenza del test allafamiglia dei test dei moltiplicatori di Lagrange
eriportata in Engle (1982). Hagerud (1996) la estende a caso STARCH.
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contro i 2¢ per i singoli casi logistico o esponenziale. In modo assolutamente anal ogo
si procede per gli atri modelli STARCH.

Fino ad orasi & sottoposta a test I'ipotesi di varianza condizionata costante contro
I’ alternativa di tipo smooth transition ARCH. Nel caso in cui I’ alternativa sia di tipo
ARCH generalizzato a transizione liscia (STGARCH), valgono le stesse motivazioni
fornite da Bollerslev (1986) per il caso GARCH: sotto I'ipotesi nulladi omoschedasti-
citanon esiste unaformageneraledel test dei moltiplicatori di Lagrange per il modello
GARCH(p,q). Questo edovuto al fatto chelamatrice d’ informazioneé singolare quan-
do siap che g sono maggiori di zero. Il test contro I alternativa STGARCH pud essere
pertanto basato sullastessa procedurautilizzatanel caso STARCH, includendovi un nu-
mero di ritardi abbastanzalungo. La motivazionedi cio risiede nel fatto che il modello
STGARCH puo essere riscritto come un modello STARCH con un infinito numero di
ritardi (Hagerud, 1996).

521 SceltatraGARCH e STGARCH

La possibilita di disporre di una metodologia in grado di selezionare adeguatamente
il modello GARCH piti appropriato® per modellare I’ evoluzione della varianza condi-
zionata di un qual che fenomeno economico o finanziario, costituisce un aspetto di non
secondariaimportanza. Infatti, se daun lato si & visto che modelli pitu complicati sono
in grado di descrivere meglio alcune delle caratteristiche intrinseche alla dinamica del-
lavolatilita, dall’atro, I utilizzo di questi modelli richiedetempi di stimae valutazione
successivamolto pit dispendiosi di quelli di unmodello (G)ARCH piu semplice. Quin-
di, laloro effettiva convenienzadovrebbe essere opportunamente val utata e confrontata
con un modello di riferimento, quale il GARCH lineare.

Sfortunatamente, non esiste una metodol ogia efficiente che sia in grado di sele-
zionare ex-ante il modello piu appropriato. Una volta verificata la presenza di effetti
ARCH, lasoluzione migliore sembraessere quelladi procederealla stimadi un model-
lo GARCH(1,1). Questo costituisce in molti casi una buona parametrizzazione della
varianza condizionata per lamaggior parte delle serie finanziarie, 1° ed & poi sullabase
di questo modello che si dovrebbe procedere alla specificazione, se ritenuta necessaria,
di modelli piu complicati.

Tuttavia, i € anchevisto chenel caso dei modelli (G)ARCH atransizionelisciac'e
lapossibilitadi verificare direttamente questa eventualita. Cio suggeriscedi confronta-
reil test per ARCH di Engle (1982) con quello per STARCH precedentementederivato
e scegliere come parametrizzazione piu adeguata quella con il minimo p-value. Que-
sto perchéiil test dovrebbe avere potenza massima nel caso in cui I'ipotesi aternativa
Sia stata correttamente specificata. Si tratta della stessa regola e della stessa motiva-
zione utilizzate da Terasvirta (1994) per selezionare un’ adeguata variabile di transi-
zione nel modello STAR e che pud essere estesa anche alla scelta di d nei modelli di
Gonzélez-Rivera (1998) e Anderson et al. (1999). Inoltre, unasimile strategia ci con-
sente di selezionare la funzione di transizione pitl idonea a caratterizzare la dinamica
non-lineare della varianza condizionata. In particolare, sei risultati del test vanno nella

9Sia lineare o non-lineare, Simmetrico o0 asimmetrico.
10Bollerdev, Chou e Kroner (1992), Bera e Higgins (1993) e Bollerslev, Engle e Nelson (1994).
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Tabella5.4: Risultati dellasimulazione (dati percentuali).
H LT GR ANV

T =500 x> 536 603 46.0 487
F 526 571 445 476
T=1500 x? 553 651 499 53.1
F 53.7 628 47.8 50.6

direzione di un modello ST(G)ARCH logistico come parametrizzazione piu adeguata,
laconclusione che se ne pud trarre € quelladella presenzadi effetti leverage all’interno
dell’evoluzionedi h;. Lefasi successive di specificazione, stimae verificadel modello
non possono dungue esimersi da queste considerazioni.

La potenza di questa regola di decisione € stata investigata mediante il seguente
esperimento di simulazione. Si & ritenuto che sarebbe pericol oso accettare una specifi-
cazione del modello di tipo non-lineare (date le complicazioni infase di stimae verifica
successiva) quando in realtail vero processo generatore del dati (DGP) € lineare. A tal
fines eassunto come DGP il GARCH(1,1),

hy = 0.005 + 0.1€Z_| + 0.8h;_; (5.20)

con estrazioni per 7, daunadistribuzione N (0, 1). L’ esperimento & stato condotto per
due diverse lunghezze campionarie, rispettivamente di 500 e 1500 osservazioni, e si
basa su 1000 replicazioni. Inoltre, le prime 100 osservazioni di ogni serie generata so-
no state scartate al fine di eliminare ogni possibileinfluenzadella scelta di porre uguali
azeroi loro valori iniziali. Ad ogni serie & stato applicato il test per ARCH di Engle
(1982) e quello per STARCH congiunto nelle diverse formulazioni presentate. Secon-
do laregola descritta, il p-value del test di Engle (1982) dovrebbe essere pit piccolo
del corrispondente p-value del test per STARCH. La frequenza percentuale con cui si
verificauna simile ipotes & riportata nella Tabella 5.4, dove i diversi modelli STAR-
CH sono indicati, rispettivamente con H (Hagerud, 1996), LT (Lundbergh e Terasvirta,
1998), GR (Gonzélez-Rivera, 1998 e ANV (Anderson et al., 1999). Nei modelli GR
e ANV s & assunto come variabile di transizionee; 1, mentrein tutti i casi il test per
(ST)ARCH e stato calcolato scegliendo g = 4.

DallaTabella5.4 si nota che, quando il modello considerato € quello di Lundbergh
e Terasvirta (1998), laregoladi decisione ha potenza maggiore, mentrein tutti gli altri
casi i risultati sono sensibilmente inferiori. Trale motivazioni che possono portare al-
|" accettazione di un modello non-lineare quandoin realtail DGP della serie e lineare vi
€ senz altro la constatazione che il numero dei regressori inclusi nel test per STARCH
€ notevolmente maggiore di quello del test di Engle (1982) (si vedalaTabella5.3). Un
modo per ovviare a questo inconveniente potrebbe essere quello di porre il confron-
to trai p-value sulla base di una diversa scelta di q. Selezionare un valore di ¢ piu
lungo per il test di Engle (1982) (ad esempio, 4 0 8) ed uno piu corto (ad esempio, 2
04) in quello per STARCH. Questo dovrebbe, almeno in parte, ridurre la distorsione
della regola proposta.  Ulteriori verifiche e simulazioni in tal senso sono comunque
auspicabili.

La procedura descritta € stata applicata alle serie dei rendimenti giornalieri degli
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Tabella5.5: Risultati relativi agli indici di borsa.
STARCH(8)
Indice ARCH(8) H LT GR ANV
(d=1) (@d=1)
EOE 5.1 x 107 Logistico Logistico Espon.zle Espon.zle
DAX 3.6 x 107*® Espon.zle Logistico Espon.zle Logistico
CAC40 1.4x 107 Espon.zle Esponzle Espon.zle Espon.zle
FTSE100 4.0 x 10727  Espon.zle Espon.zle Espon.zle Espon.zle
HANG SENG 2.7x107° Espon.zle Espon.zle Espon.zle Espon.zle
NIKKEI 3.0x 1073%  Logistico Logistico Espon.zle Logistico
ALL SHARES 1.0 x 1072! Logistico Logistico Logistico Logistico
S& P500 9.9 x 10720  Espon.zle Espon.zle Espon.zle Espon.zle
Tabella 5.6: Risultati relativi ai tassi di cambio.
Tasso di STARCH(8)

Cambio  ARCH(8) H T GR ANV
contro $ (d=1) (d=1)
AUD/USD 2.6 x 107 Espon.zle Espon.zle Espon.zle Espon.zle
GPB/USD 1.2x107°* Espon.zle Espon.zle Logistico Logistico
CAD/USD 4.5 x107%2 Logistico Logistico Logistico Logistico
DEM/USD 5.9 x 10~** Espon.zZle GARCH GARCH GARCH
NLG/USD 6.5 x 107%¢ Espon.zZle GARCH GARCH GARCH
FRFUSD 1.2x1072* Logistico Logistico Logistico Logistico
JPY/USD 1.4 x107°* Espon.zle Espon.zle Espon.zle Espon.zle
CHF/USD 8.7x 1073 GARCH GARCH GARCH GARCH

indici di borsa, dei tassi di cambio e delle azioni descritte nell’ Appendice A. | test per
ARCH e STARCH sono stati applicati sui residui al quadrato ricavati dalla stima del
modello lineare AR(p) selezionato nella Sezione 3.5.5. Dal confronto trai p-value del
test per ARCH con quelli del corrispondente test congiunto per STARCH e stato pos-
sibile decidere se I’ evoluzione della varianza condizionata sia di tipo lineare o meno.
Laddoveil valoredi d nellafunzionedi transizione deve essere specificato dai dati (mo-
delli di Gonzélez-Rivera, 1998 ed Andersonet al., 1999), si €assunto und = 1 poichg,
in pratica, la specificazione pit comune & rappresentatada un modello STGARCH(1,1)
con variabile di transizione e,_; . | risultati per i tre gruppi di serie analizzate sono ri-
portati nelle Tabelle 5.5, 5.6 e 5.7. Per ciascun test si € scelto un ¢ = 8. Ogni Tabella
riportail p-value del test per ARCH e, confrontando quest’ ultimo con quelli dei cor-
rispondenti test per STARCH, la scelta del particolare modello selezionato (logistico,
esponenziale o GARCH lineare). Comesi vede, quasi sempre emergono forti evidenze
a favore della nonlinearita di tipo STGARCH, mentre solo occasionalmente la scelta
ricade su un modello GARCH lineare.

Hagerud (1996) e Gonzalez-Rivera (1998) derivano un test dei moltiplicatori di
Lagrange (LM) per laverificadellalinearita contro I’ alternativa di tipo smooth transi-
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Tabella5.7: Risultati relativi alle azioni.
STARCH(8)

Titolo ARCH(8) H LT GR ANV
(d=1) (@=1)
AAPL 0.945 Var. Cost. Logistico Logistico Logistico
AMD 0.033 Espon.zZle GARCH Espon.zle Espon.zle
INTC 7.5x1071% Espon.zle Espon.zle Logistico Logistico
KO 39x10% Logistico Logisico GARCH GARCH
MCD 5.7x1072% GARCH GARCH Espon.zle Espon.zle
MHP 1.7 x 1073% Logistico Logisico GARCH GARCH
PEP 4.8 x107°' Logistico Logistico Espon.zle Espon.zle
T 1.0 x 1078 Espon.zle Espon.zle Logistico Logistico

tion nell’ equazione della varianza condizionata. Com’ € noto, il test dei moltiplicatori
di Lagrange e la forma tipica con cui si sottopone a verifica una qualche forma di
non-linearita specifica (Granger e Terasvirta, 1993). Questo perché la sua applicazione
richiede la stima del solo modello sotto I'ipotesi nulla, ed & pertanto molto piu opera-
tivo di altre famiglie di test. Se nell’ equazione della media condizionata, il modello
sotto I'ipotesi nulla & rappresentato da un modello lineare autoregressivo, per il quale
non sorge alcunacomplicazionedi stima, altrettanto non si puo dire per quanto riguarda
I’ equazione dellavarianza condizionata. L'ipotesi che si sottopone atest riguardaun’ e-
voluzione dinamicadi h; che, seppur di tipo lineare, rende quest’ ultima non costante
nel tempo. Di conseguenza, non € possibile sottoporre a test la non-linearita della va
rianza condizionata senza aver prima stimato un modello (G)ARCH lineare. Pertanto,
lastatisticatest del tipo LM per laverificadell’ipotes di linearitadi tipo ARCH contro
I’ alternativadi tipo STARCH assume laforma

1K1 [e (&1 (I re
— il e S | — v — [—t — ] v 5.21
2{Zh0t |:h0t } t} {tz:; h3, ¢ t} {tz:; hot | hot ¢ (5:21)

t=1

dove hg; indicala varianza condizionata sotto I'ipotesi nulla. ho; puo essere ricavata
dallastimadi un modello ARCH(q) sui dati, mentre v, indicail vettore dei regressori
di cui dla Tabella5.3. La dtatistica test (5.21), sotto I'ipotesi nulla, si distribuisce
asintoticamente come unax? con ¢ gradi di liberta. L'inclusionenella(5.21) del vettore
v, inluogo del vettoredei regressori originari del modello STARCH si rivelaessenziale
a causa dei soliti problemi di identificazione di alcuni parametri sotto I’ipotesi nulla.
Ed & proprio grazie al’idea dell’ approssimazione di Luukkonen et al. (1988b) che si
pud rendere operativoil test dei moltiplicatori di Lagrangein simili circostanze. 1
Alternativamente, e in analogiacon quanto visto in precedenza, € possibile derivare
unaformadella statistica test basata su unaregressione ausiliaria, la cui distribuzione

1per una derivazione formale della statistica test (5.21) si vedano Hagerud (1996) e Gonzélez-Rivera
(1998).
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asintotica e equivalente aquelladella(5.21). Il modello ausiliario di riferimento e

o] = ()
{ e )+ (5.22)

elastatisticatest puo essere calcolata come T'R?, ricavati dalla stessa regressione.

Infine, Hagerud (1997a) sviluppa un test per la verifica dell’ipotesi nulla di tipo
GARCH(1,1) contro I’ alternativa STGARCH(1,1) logistica. Con riferimento all’ equa-
zione (5.9) dove g = p = 1, il test pud essere formulato come

Ho Qg1 = 0 (523)
H1 Q91 7é 0 (524)

La risultante statistica test non & pero calcolabile a causa della non identificabilita di
~ sotto Hy. Per renderla operativasi considera ancora una volta |’ approssimazione di
Taylor a primo ordine della funzionelogistica (Luukkonen et al., 1988b), pervenendo
cosi a modello ausiliario

iLt =w+ Oz116§,1 + Q21 16?71 + Brhi_1 (525)

4
doveil test pud essere espresso attraverso la verifica dell’ ipotesi nulla
Hy am% =0 (5.26)
contro |’ alternativa
H 0421 7é 0 (527)

Sotto I'ipotesi di normalitécondizionatadegll €, lastatisticatest LM assume laforma
~ ! - ~ —1
i | o) [S[ Lo] [ L o)
hOt i | hot 9a | | hot Oc
T

1 [& Oy
x{t . Shar [h_m_ } aa} (5.28)

7 t—1 1
% = lZB Z . 1% 17251 16? 1726{_1h0ti‘| ) (529)
i=1 1

h; indicalavarianzacondizionatasotto I'ipotesi nulladi GARCH(1,1), &' rappresenta
il vettore dei parametri nel modello (5.25), (w, a11,a217,51) e By &il parametro
stimato nel modello GARCH(1,1). La (5.28) si distribuisce asintoticamente come una
x2 con un grado di liberta, mentre la sua versione asintoticamente equivalente puo
essere calcolata come T'R? dallaregressione

i_ _ E Bl ! E Bl 16t i
hot B < hOt ) o ( hot > *

t—1 5i— ) i—12
+02 (Ei:l B 1h0t—l> +03 (Z B et l> +£t (530)

dove

h()t hOt
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In modo analogo, per il caso esponenziale, laregressioneausiliariaeidenticaalla(5.30)

con |’ eccezionecheil termine
t—1 3i—-1.3
05 Ei:lﬁz €r—i
hOt

0, Ef;i Biilgﬁ—i
hot

Lo stesso Hagerud (1997a) mostra che una versione piu semplificata della (5.30) € in
grado di ottenere quasi gli stessi risultati. Pertanto, suggerisce di basare il test sui
seguenti passi:

€ sostituito da

1. Stimareil modello GARCH(1,1) eformarei vettori

—1 Ai—1 A
dt =1 Zzil Bl 16?71'
’ hOt

~2 B . .
2. Regredire { ,f—;t - } sud; ecacolarelaquantitaT R? che, sotto I"ipotesi nulla,
si distribuisce asintoticamente come una y 2 con un grado di liberta

Un test analogo a quello di Hagerud (1997a), sviluppato seguendo le considerazioni di
Davies (1977 e 1987), & stato indi pendentemente proposto da Gonzél ez-Rivera (1998).
Entrambi gli autori presentano esaurienti risultati ottenuti per simulazione che confer-
mano |la buona potenza del test nel discriminare tra un modello GARCH(1,1) ed uno
STGARCH(1,1) di tipologistico. Lasceltadi un modellologistico sotto I'ipotesi alter-
nativain luogo di un modello esponenziale & dovuta alla considerazione empirica che
le innovazioni hanno un diverso impatto sull’ evoluzione della varianza condizionataa
seconda del loro segno (Black, 1976). Una tale caratteristica, come precedentemente
mostrato (si veda la Sezione 5.1.1), € ben catturata da un modello STGARCH logi-
stico. |l test cosi derivato pud essere utilizzato per verificare la presenza di effetti
leverage sui residui standardizzati di un modello (G)ARCH. Infatti, Hagerud (1997a),
mediante simulazioni, mostra come tale test abbia una potenza ampiamente superiore
ai test tradizionali di asimmetria proposti da Engle e Ng (1993), anche nei casi in cui
il DGP della serie non sia un modello LSTGARCH(1,1), ma bensi uno qualsiasi dei
modelli asimmetrici per lavarianzacondizionatapresenti in letteratura. 2 Applicazioni
empiriche su serie finanziarie si possono trovarein Hagerud (1997b).

2|n particolare, i modelli considerati sono il GQARCH(1,1), I'EGARCH(1,1), il modello GJR(1,1), il
TGARCH(1,1), I'A-PARCH(1,1) e quello VS-GARCH (s veda la Sezione 2.2). Inoltre, Hagerud (1997a)
deriva un test per I'ipotesi nulladi GARCH(1,1) contro I’ alternativa GQARCH(1,1) in modo simile aquanto
visto per il caso LSTGARCH(1,1). Le stesse simulazioni di cui sopra confermano, anche in tal caso, una
maggiore potenza del test rispetto ai tradizionali strumenti per la verifica dell’ asimmetria nell’ evoluzione
della varianza condizionata proposti da Engle e Ng (1993): si tratta del sign bias test, del negative e positive
size bias test e del joint test (si veda anche Gallo e Pacini, 2002). In aggiunta, il test contro |’ alternativa
GQARCH(1,1) presenta potenza maggiore anche nei confronti del test per LSTGARCH(1,1).
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5.2.2 Unaversionerobusta del test

I test per lapresenzadi effetti ARCH derivato da Engle (1982), non solo richiede cheil

momento quarto condizionato di €, esista, ma anche che sia costante e finito. Partendo
da queste considerazioni, Wooldridge (1990) sviluppa unaversionerobustadel test che
ne assicura una soddisfacente performance asintotica. Cosi il test pud essere calcolato
utilizzando la procedura seguente:

1. Stimarelavarianza campionaria sotto I’ipotesi nulladi omoschedasticita:

1 T
ol= )
t=1
doveé; indicai residui ricavati dal modello per la media condizionata

2. Regredirel su (&7 — 62) (7_, —62), ..., (&7 — 62) (¢}, — 62) ecalcolarela
dtatisticatest TR? = T — RSS dallastessaregressione, dove R? indical’indice
di determinazionelineare, RSS lasommadei quadrati dei residui e 7" il numero
di osservazioni. La statisticatest convergein distribuzionead unax 2 con ¢ gradi
di liberta.

La strategia proposta € immediatamente generalizzabile al test per ARCH atransizio-
ne liscia precedentemente derivato, le cui diverse specificazioni sono riassunte nella
Tabella5.3.

Hagerud (1997b) presenta una robustificazione della procedura di test per la scelta
tra un modello GARCH(1,1) e uno STGARCH(1,1) logistico espresso dalla (5.9). La
correzione del test si rivela necessaria poiché la statistica (5.28) € stata derivata sotto
I'ipotesi di normalita condizionata degli ;. Unatale assunzione si rivela pero inade-
guata per laquasi totalita delle serie storichefinanziarie, implicando cosi una probabile
distorsione del test.

Utilizzando la metodologia proposta da Wooldridge (1991) in simili circostanze,
Hagerud (1997b) corregge |a proceduradi test nel modo seguente:

1. Stimare il modello GARCH(1,1) e formare la serie della varianza condizionata
sotto I'ipotesi nuIIa{hot}thl. Siainoltre § lastimadel parametro 5 nel modello

GARCH(L,1).
2. Regredire
Zf: pite
hOt
su t—1 5; t—1 Hi t—1 54
i = S BT Yo BT Y B hos
hot hot 7 hot

esiab il vettore dei parametri stimati. Formare quindi la serie dei residui

t—1 Bj_1~
Zi:l B 16?4 r

st = - by;
t hot v
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&
L 1) ks
hot

doveil simbolo .x indicalamoltiplicazione el emento per elemento e calcolarela
statisticatest TR? = T — RSS dalla stessa regressione. Tale quantita converge
in distribuzione a una y2 con un grado di liberta

3. Regredirel su

Seguendo Wooldridge (1990 e 1991) e Hagerud (1997b), & agevole derivare una ver-

sione robusta della statistica (5.21), ovvero della sua versione asintoticamente equi-

valente ricavata dal modello ausiliario (5.22). Premessa la seguente notazione, w; =
(1,64, .., é%_q)' eindicato con z; il vettore dei regressori ausiliari in ciascunaversio-
ne del test per STARCH (quelli aggiuntivi a wy, secondo la Tabella 5.3), la procedura
si basa sui seguenti passi:

1. Stimare un modello ARCH(q) eformareles;erie{hot}tT:1 e (,f—i - 1).

2. Standardizzarei vettori w, ez, tramite h, eregredireciascun elemento di (,f—ott)
su (,‘;’—(;) ecalcolarei residui ;.

3. Ponderare la matrice dei residui calcolata al punto precedente tramite il vettore

(,f—i — ) e regredire 1 sullamatrice dei residui ponderati. LaquantitaTR? =

T — RSS rappresenta la statistica test che, in distribuzione, converge a una x 2
con gradi di libertapari a numero dei regressori inclusi nel vettore z;.

Allaluce delle robustificazioni del test qui presentate, si potrebbe riconsiderarel’ espe-
rimento di simulazione precedentemente effettuato, in modo da valutarne la potenza
in situazioni pit idonee a descrivere il comportamento della maggior parte delle serie
storiche finanziarie (in particolare la non normalita degli € ).

Infine, secondo quanto descritto nella Sezione 4.2, tecniche robuste di stima posso-
no essere utilizzate per costruire dei test per ARCH e STARCH sensibili alla presenza
di outliers. Il raggruppamento (clustering) di grandi innovazioni tipico dei modelli AR-
CH potrebbe essere ben mimetizzato da una sequenzadi outliers additivi (AO) (Balke
e Fomby, 1994 e Franses e van Dijk, 2000). Il comportamento del test per ARCH in
presenza di outliers & stato analizzato da Franses, van Dijk e Lucas (1998) e da van
Dijk, Franses e Lucas (1999b). E stato mostrato che la presenza di outliers produce
effetti distorsivi sul test simili a quelli che si riscontrano nel test di linearita applicato
al’ equazione della media condizionata di un generico processo y ¢ (S vedala Sezione
4.2.2). | valori anomali possono portare ad accettare I'ipotesi di effetti ARCH quando
in realta cid non e vero, mentre atre volte possono anche mascherarne la presenza.
Statistiche test robuste a questa evenienza sono in grado di discriminare correttamente
fra omoschedasticita e eteroschedasticita di tipo ARCH. Intuitivamente (cfr. Franses e
van Dijk, 1997), il test per ARCH modificato per la presenzadi outliers additivi (AO)
puo essere calcolato formando la serie dei residui ponderati dal modello per la media
condizionata stimato utilizzando tecniche robuste, e regredendo poi tali residui ponde-
rati al quadrato su una costante e ¢ valori ritardati. La risultante satistica test € ancora
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asintoticamente distribuita come un x2 con ¢ gradi di liberta. Simulazioni effettuate
davan Dijk et al. (1999b) mostrano che la versione robusta della statistica test possie-
de buona potenza gia per campioni di 100 osservazioni, anche in assenza di outliers.
Estensioni a caso STARCH possono essere previste senza difficolta

5.3 Stimade moddli STGARCH

Avendo ipotizzato che le innovazioni 17, siano Gaussiane, i parametri di un modello
STGARCH possono essere stimati massimizzando la funzione di log-verosimiglianza
condizionata.® Posto 6 il vettoredei parametri incogniti in uno dei modelli STGARCH
di cui ala Sezione 6.1, dalla (5.3) s ricava la log-verosimiglianza condizionata della
t-esima 0sservazione come
2
logl; (8) = —% log(27) — %log (he) — S (5.31)

dalla quale € possibile costruire lafunzione di log-verosimiglianza

T
log L (6) = _logl; (6) (5.32)
t=1

dove si & supposto di aver osservato un campione di T + max {q, p} 0sservazioni. In
forma meno compatta avremo

T 1& 1€
logL (0) = —Elog(27r) ~3 E log (ht) — 3 5 h_tt (5.33)
t=1 t=1

e ladipendenza dellalog L (-) dal vettore # diventa piu chiara nel momento in cui si
sostituisce a posto di h; una delle rappresentazioni STGARCH descritte nella Sezio-
ne 5.1. Cosi ad esempio, se consideriamo il modello ANST-GARCH di Anderson et
al. (1999) doveq = p = d = 1, il vettore 6 sara composto dai parametri incogniti
(wl,an,ﬁn,wz,azl,ﬁgl,fy)’. In modo simile si procede negli altri casi.

Poiché non esiste una soluzione analitica della (5.33), la proceduradi massimizza-
zione sara vincolata all’ utilizzo di uno dei metodi di ottimizzazione numerica presenti
in letteratura (s veda, ad esempio, Hamilton, 1994, Sezione 5.7). Ciascuno di questi
algoritmi richiede la fissazione di valori iniziali per i parametri incogniti. Seguendo
Bollerslev (1986) e Fiorentini, Calzolari e Panattoni (1996), una scelta ragionevole &
rappresentatadai valori delle autocorrelazioni dei residui a quadrato.

Un altro problema ¢ legato a calcolo della sequenza delle varianze condiziona
te {ht}tT:1 da inserire nella (5.33) in quanto € vincolata alla presenza di valori pre-
campionari per hy, (h—pi1,...,ho) € per €7, (€2 ,,1,-..€5). Bollersev (1986) ha
suggerito di porre

hj :65 =62 vper j=-max{¢+1,p+1},..,0

13Anche qui, come nella Sezione 3.6, log indicail logaritmo naturale.
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edove .
62=> ¢ (5.34)
t=1

La sequenza {ht}tT:1 cosi calcolata pud essere impiegata per valutare la funzione di
log-verosimiglianza condizionata espressa dalla (5.33). A questo punto pud prendere
avvio il procedimento iterativo di massimizzazione.

Sel’evoluzionedi u; €governatada unaqual che specificazione dinamica (ad esem-
pio un modello della classe STAR), i parametri di h; dovrebbero essere stimati simul-
taneamente a quelli del modello per la media condizionata. Questo risulta particolar-
mente importante in tutti quei casi in cui la matrice d'informazione non ¢ diagonale
a blocchi €/o la varianza condizionata non e simmetrica rispetto al termine di errore
;. Engle (1982) dimostra che quando 4 ; € simmetrica rispetto alle innovazioni, cosi
come accade nei modelli ARCH, GARCH e STGARCH esponenziale, le due equa-
Zioni possono essere stimate separatamente senza perdita di efficienza asintotica. Tali
considerazioni non valgono invece nel modello logistico che, per costruzione, halaca
ratteristica di descrivere dinamiche asimmetriche nell’ evoluzione di 4 ; e che, a parita
di entita, dipendono dal segno delle innovazioni. In simili circostanze, ** pud comun-
gue essere conveniente stimare separatamente le due equazioni e solo successivamen-
te, dopo una primafase di verifica del modello, procedere ad una stima congiunta per
recuperare |’ efficienza asintotica. Le stime del parametri ottenute separatamente po-
tranno essere convenientemente utilizzate come valori iniziali della proceduraiterativa
di massimizzazione sul modello congiunto.

Al fine di inferire correttamente sui parametri del modello stimato, occorre dispor-
re di una stima consistente della matrice di varianze e covarianze di 6. |l problema
maggiore che si incontrain questo caso € legato al’ utilizzo di unafunzione di verosi-
miglianza Gaussiana. Si € giavisto che lamaggior parte delle serie finanziarie tende a
rifiutare ampiamente I'ipotesi chen); ~ iid N (0,1). Bollerslev e Wooldridge (1992)
mostrano che la massimizzazione della verosimiglianza Gaussiana continua a fornire
stime consistenti di & anche quando la distribuzione condizionata di €; non & Gaus-
siana. Tuttavia, sullafalsariga di quanto evidenziato da White (1982) nella stima del
modello per la media condizionata, i due autori mettono in evidenza che gli standard
error delle stime devono essere corretti. In particolare, propongono di ricavare una
stima consistente dellamatrice di varianze e covarianze di ¢ calcolando la quantita

— ~ N -1 N N -1

doveI(-) e OP (-) indicano rispettivamente la matrice di informazione e il prodotto
esterno del gradiente della funzione di log-verosimiglianza, valutati in corrispondenza
di 65sy,. Per una derivazione formale delle espressioni assunte dalle quantita I (-) e
OP () nel caso GARCH si veda, fragli dltri, Bollerslev e Wooldridge (1992), Hamil-
ton (1994) e Fiorentini et al. (1996). Nel caso specifico dei modelli GARCH a tran-
sizione liscia, simili espressioni si possono trovare in Lundbergh e Terasvirta (1998 e
1999).

14|a discussione non e infatti limitata a modello STGARCH logistico, ma vale anche per tutti i modelli
della classe GARCH dove s prevede esplicitamente la presenza di effetti leverage (si vedala Sezione 2.2).
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Figura 5.1: Andamento del tasso di cambio JPY/USD (scala di destra) e dei corri-
spondenti rendimenti percentuali (scaladi sinistra) nel periodo 31 dicembre 1979 — 31
dicembre 1998.
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A scopo illustrativo, consideriamo la stima di un modello AR-STGARCH sulla
serie del tasso di cambio JPY/USD il cui andamento € riportato, assieme a quello dei
rendimenti, in Figura5.1. LaTabella5.8 riportainvece al cune caratteristiche descrittive
della serie dei rendimenti percentuali.

Tabella 5.8: Principali statistiche descrittive dei rendimenti percentuali del tasso di
cambio JPY/USD.

Statistica Valore p-value
Media -0.0152

Mediana 0.0083

Min -5.6302

Max 3.3657
Deviazionestandard  0.6717

Skewness -0.5627

Curtosi 7.2061
Jarque-Bera 3916.35 0.0000

L’ equazione della media condizionata & stata specifi cata stimando un modello auto-
regressivo lineare con 10 ritardi pit un termine costante, cosi comerisultadallaTabella
5.9, a quale sono state aggiunte delle variabili dummy per verificarela presenzao meno
di effetti legati a giorno dellasettimana. Per evitare problemi di perfettacollinearita, si
e deciso di mantenere la costante e di omettere la variabile dummy relativa al venerdi.
Intal modo, i coefficienti stimati per gli atri giorni indicano lavariazioneintercorsain
quel giorno rispetto al venerdi, ovvero rispetto al termine costante. Per I’ equazione del-
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lavarianzacondizionatas €invecedecisodi stimare un modello ESTGARCH(1,1) con
variabile di transizione e;_; nellaformulazione di Anderson et al. (1999) sui residui
del modello per lamedia.™® | risultati delle stime sono riportati nella Tabella5.9.

Tabella 5.9: Risultati della stima di un modello AR-ESTAGRCH con dummy
giornaliereevariabiledi transizionee; | sullaserie del tasso di cambio JPY/USD.

Parametro | Stima Std. Error

o 0.0294 0.0213
m 0.0551 0.0142
T 0.0273 0.0143

Lunedi -0.0385 0.0302
Martedi | -0.0655 0.0301
Mercoledi | -0.0439 0.0300
Giovedi | -0.0661 0.0301

Primo Regime
w1 0.0879 0.0134
11 0.0000 -
P11 0.7843 0.0230
Secondo Regime
wWo -0.1842 0.0305

a1 0.3348 0.0440
Bo1 0.2358 0.0488
Funzionedi Transizione
y 1.0249 0.0717

5.4 Valutazione del modello stimato

Unavolta cheil modello STGARCH e stato stimato, occorre valutarne le proprieta al
fine di poterlo impiegare correttamente per descrivere o prevedere la dinamica della
varianza condizionata del generico fenomeno y;. In analogia a quanto visto per il
modello STAR (cfr. Sezione 3.7), & necessario ispezionare I’ andamento dellafunzione
di transizione stimata per verificare che, in linea di massima, rispecchi quello dellasua
controparte teorica.

Di estrema importanzasi rivela poi la valutazione delle proprietadei residui stan-
dardizzati, in quanto una loro non adeguatezza alle ipotesi formulate implicherebbe
inevitabilmente unariconsiderazione del modello stimato. Cosi diventaimportante ve-
rificare che laloro distribuzione empiricasia prossimaa quelladella normale standard
poichési e assunto

e =mvhe,  me~iid N(0,1), (5.36)

155 vedala Tabella 5.6.
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da cui dovrebberisultare che

€t
i T N (0,1). (5.37)
Laverificaempiricadi unasimilieipotesi puo essere effettuatatramiteil test di norma-
lita Jarque-Berasui residui standardizzati.

Inoltre, & necessario valutare se il modello stimato e in grado di ripulire completa-
mente ¢; dalla presenza di eteroschedasticita condizionata. Pertanto, i test per ARCH
e STARCH discussi nella Sezione 5.2 dovrebbero essere applicati alla serie dei residui
standardizzati a quadrato.

Se i risultati ottenuti da queste prime valutazioni sono soddisfacenti, allora una
primafase di valutazione pud dirsi conclusa. Infatti, come accadeva per |la media con-
dizionata, occorre verificare la presenza o meno di non-linearita rimanenti, nonché la
costanza dei parametri stimati. Di questo ci occuperemo nelle Sezioni successive.

Tabella5.10: Diagnostiche sui residui standardizzati del modello AR-ESTGARCH con
dummy giornaliere.

Statistica Valore p-value
Media 0.0066
Mediana 0.0262
Min -4.6939
Max 3.3680
Deviazionestandard | 0.6727
Skewness -0.4767
Curtosi 6.5039
Jarque-Bera 2717.99 0.0000
ARCH(4) 7.9826  0.0922

Da una prima analisi del modello stimato sul tasso di cambio JPY/USD (cfr. Ta
bella 5.10) emerge come la distribuzione empirica dei residui standardizzati presenti
asimmetriaasinistraaccompagnatada unaforte curtosi, portando arifiutare abbondan-
temente|’ipotesi di normalita. Il problemaé comune alla maggior parte delle stime su
serie finanziarie e difficilmente puo essere risolto impiegando altri modelli della classe
GARCH, nonostante che unadelle loro caratteristiche principali sia quelladi generare
un coefficiente di curtosi maggiore di quello della normale. Apprezzabile € invece la
stima dellavarianza condizionatain quanto, oltre a caratterizzare adeguatamente perio-
di di altaebassavolatilita, riduce ampiamenteil grado di persistenzatipico dei modelli
GARCH lineari. Le Figure 5.2 e 5.3 mostrano I’ andamento dei rendimenti al quadra-
to confrontato con quello della stima della varianza condizionata, rispettivamente nei
modelli ESTGARCH(1,1) e GARCH(1,1).%6

1811 modello GARCH(1,1) sui residui di quello autoregressivo con dummy giornaliere e costante non &
stato riportato poichéi risultati del test nella Tabella 5.6 spingono nella direzione di una parametrizzazione
non-lineare della varianza condizionata, indicando in un modello ESTGARCH la scelta preferibile. Per-
tanto il riferimento @ GARCH(1,1) & solo quello di modello benchmark su cui basare il confronto. Per
completezza, le stime dei parametri del GARCH(1,1) sono risultate essere (tra parentesi gli standard error):
w = 0.0129 (0.0013), a = 0.0605 (0.0040) e 8 = 0.9105 (0.0061).
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Figura 5.2: Confronto tra andamento dei residui al quadrato e varianza condizionata

stimata col modello ESTGARCH(1,1) sulla serie del tasso di cambio JPY/USD.
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Come s vede, I’ adattamento della varianza stimata alla dinamica dei rendimenti
a quadrato &€ migliore nel caso ESTGARCH in quanto, oltre ad assorbire piu veloce-
mente le innovazioni (minore persistenza della volatilita), descrive meglio la dinamica
di h; in periodi di ata volatilita. In particolare, la stima dela varianza col modello
GARCH(1,1) risulta pesantemente sottostimata rispetto al’ andamento dei rendimen-
ti a quadrato. Nel modello ESTGARCH(1,1) invece, un tale inconveniente si riduce
ampiamente confermando empiricamente quelle che sono e premesse del modello, ov-
vero la presenza di pit regimi di volatilita che si alternano nel corso del tempo sulla
base di una qual che relazione funzionale compl etamente specificatadai dai (intal caso
lafunzione di transizione esponenziale, la cui lisciatura € determinata dalla stima del
parametro ); caratteristica questa che non pud essere catturata dai modelli GARCH
tradizionali. La Figura 5.4 mostra |’ andamento della funzione di transizione esponen-
zZiadle ricavata dalla stima del modello ESTGARCH(1,1) con variabile di transizione
€:—1 eunvaore stimato di «y pari a 1.0249. A confermadel buon adattamento ai da-
ti del modello GARCH a transizione liscia, s riporta in Figura 5.5 lo scatterplot tra
la varianza stimata col modello ESTGARCH(1,1) e quella stimata col GARCH(1,1).
Se quest’ ultimo fosse in grado di caratterizzare completamente la dinamicadi b, non
dovrebbero esserci apprezzabili differenze trale due stime e i punti dello scatter do-
vrebbero disporsi approssimativamente intorno ad unaretta positivamenteinclinata. In
realta, a parte la diversita di scala delle due stime, 1o scostamento dalla retta appare
piuttosto marcato, specialmente nella parte bassa del grafico dove |’ andamento sembra
essere quello di un polinomio di grado superiore con concavitarivoltaverso il basso e
nella parte alta dove la concavita sembra cambiare segno.
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Figura 5.3: Confronto tra andamento dei residui al quadrato e varianza condizionata
stimata col modello GARCH(1,1) sulla serie del tasso di cambio JPY/USD.
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5.4.1 Verificadellapresenzadi ulteriori regimi di volatilita

A tdl finesi riscrivail modello STGARCH nel modo seguente (Lundbergh e Terasvirta,
1998 e 1999):

€ =Tt h (Zt; (5,0,7’(,’)/) ne ~ itd N (0, 1) (538)
In forma meno compatta,
e =m0z + f (250, 71) + g (z4;7,72) (5.39)

dovez, = (L& _y,....6f g b1,y hiep)s F() = 0z (e—a;n) €g() =
'z¢ Fy (€4—4; v2). In analogiaa quanto proposto da Eitrheim e Terasvirta (1996) per la
media condizionata, la presenzadi ulteriori non-linearita viene verificata aggiungendo
a modello un terzo regimedi volatilita, cosi come espresso dalla (5.39). L'ipotesi nulla
pud quindi essereformulatacome Hy 1 : m = 0 oppure Hy » : 2 = 0. Approssimando
lafunzione di transizione tramite lo sviluppo di Taylor al primo ordine nell’ intorno di
v2 = 0, la(5.39) si puo riscrivere come

€ =N/ 6"z + 0"z Fy (e—a; 1) + B x4 (5.40)

dovex; indicai regressori ausiliari ricavati dall’ approssimazionedi Taylor del termine
'z Fy (€4—q;v2) €1 parametri 6 e § sono stati indicati con una“ * " poiché vi con-
fluiscono alcuni termini derivanti dall’ approssimazione. Intal modo, I’ipotesi nulla di
assenzadi regimi aggiuntivi di volatilita pud essere verificata utilizzando la statistica

0 S . .

LM =T r ) 1(5,0,90,m95) |m ( ; )
( T L %mg ( ) 2, F 2t alt|Ho

(5.41




116 CAPITOLOS5. MODELLI GARCH A TRANSIZIONE LISCIA

Figura 5.4: Funzione di transizione esponenziale stimata nel modello ESTGAR-
CH(1,1); variabiledi transizionee; .
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che, sotto I’ipotesi nulla, si distribuisce asintoticamente come una y 2 con gradi di li-
berta pari ala dimensione del vettore . Per ulteriori dettagli e per una derivazione
formale della (5.41) si rimandaa Lundbergh e Terasvirta (1998 e 1999).

5.4.2 Test per lanon costanza del parametri

La verifica di una simile ipotesi si rivela particolarmente importante poiché la non
costanza dei parametri nel tempo pud essere causa di una apparente, seppur debole,
non stazionarieta (Lamoureux e Lastrapes, 1990).

Seguendo Lin e Terasvirta (1994) ed Eitrheim e Terasvirta (1996), Lundbergh e
Terasvirta (1998 e 1999) sottopongono a test la costanza dei parametri contro I’ alter-
nativadi unaloro variazione nel tempo di tipo smooth transition nel modo seguente:

€t = 77,5\/5’ (t) Z + 0’ (t) ZtFl (6t7d; ’)/1) (542)

dove
8" (t) = 0"+ Q1 > (t;72) (5.43)
0" (t) =0 + QL Fs (t;72) (5.44)

e nel quale I'ipotesi nulla pud essere espressa come Hy : 2 = 0. Anche qui, i soliti
problemi di non identificazione di alcuni parametri sotto H vengono risolti mediante
I’idea dell’ approssimazione di Luukkonen et al. (1988b). Riscrivendo la (5.42) come

€ = Tlt\/5'Zt + 0z Fy (€—q;71) + P12 Fo (872) + 0hze F1 (€—q371) Fa (85 72)
(5.45)
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Figura5.5: Scatter tra varianza condizionata stimata con i modelli ESTGARCH(1,1) e
GARCH(1,1) sulla serie del tasso di cambio JPY/USD.
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e applicando lo sviluppo di Taylor di F () nell’intorno di v, = 0, si ricavail modello
ausiliario

€ = ﬁt\/5’*zt + 0™z Fy (€r-a;m1) + BUx; + By x{ F1 (€r—a371) (5.46)

dovex; indicai regressori ausiliari ricavati dall’ approssimazionedi Taylor dei termini
1z Fo (t;72) € phze Fy (t;2). Ancora una volta, Iipotesi di interesse puo essere
verificatatramite la statistica (5.41) dove, intal caso, 7 = (¢, ¢2)’. Asintoticamente,
tale quantita converge ad unadistribuzione x 2 con gradi di liberta pari alla dimensione
di = (ovvero, dim {¢; } + dim {2 }). Ulteriori dettagli e generalizzazioni si trovanoin
Lundbergh e Terasvirta (1998 e 1999).

5.5 Possibili sviluppi del modelli STGARCH

In questoa Sezione presenteremo brevemente alcune semplici estensioni del modello
STGARCH di base, cosi come era stato fatto nel Capitolo 4 per il modello STAR.
In particolare saranno descritti il modello STGARCH in media (STGARCH-M), il
modello aregimi multipli e quello con parametri che variano nel tempo. Ladiscussione
efinalizzata alla presentazione di quelle che possono essere le direttrici di sviluppo dei
modelli STGARCH, senzatuttaviafornirne un’analisi dettagliata ed esaustiva.

551 Il modelo STGARCH in media

Nella Sezione 2.2.6 & stato andizzato il modello ARCH-M di Engle, Lilien e Ro-
bins (1987), la cui motivazione economica risiede nella relazione rendimento-rischio
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di Markowitz (1959): un investimento piul rischioso deve essere necessariamente ac-
compagnato da un piu alto rendimento e viceversa, mentre a parita di rendimento
preferibile unarischiositainferiore.

Nel corso di tutto il lavoro si & ampiamente mostrato che la struttura dinamica
della maggior parte delle serie finanziarie evolve in modo non-lineare. Pertanto, &
ragionevole supporre che anche la relazione rendimento-rischio sia caratterizzata da
dinamiche simili. In tal modo, la specificazione STGARCH in media (STGARCH-M)
assume laforma

Yt = Ut + 5Ut + € con oy = v/ ht (547)
€ =MtV ht, e ~ itd N (0, 1) (548)

edove h; ~ STGARCH, ovvero rappresenta una delle formulazioni parametriche per
la varianza condizionata descritte nella Sezione 5.1. Un valore di ¢ statisticamente
nullo indica I’ assenza di effetti STGARCH-M. Trai principali inconvenienti di que-
sta formulazione vi & la constatazione che la verificadi effetti STGARCH in mediae
subordinata alla stima di una relazione dinamica non-lineare che, in quanto tale, puo
risultare molto dispendiosa. Questo perchg, alo stato attuale, non siamo in grado di
disporre di una efficiente metodol ogia operativa che ci consenta di verificare sui dati
I’ eventuale presenza di effetti STGARCH in media prima di un’eventuale stima del
modello stesso.

5.5.2 | modelli STGARCH aregimi multipli

Nella Sezione 5.4.1 s & considerata la possibilita di un regime aggiuntivo al modello
STGARCH di base. Generalizzeremo adesso questa eventualita fino ad ammettere la
possibilita di m regimi di volatilita. Per semplicita, ci riferiremo al modello ANST-
GARCH di Anderson et al. (1999), mettendo di voltain voltain evidenzale differen-
ze che insorgono quando si considerano le altre formulazioni STGARCH. A tal fine,
riscriviamo il modello in notazione matriciale,

hy = 012 + 052, F (€;4,7) (5.49)

dovef, = (wl,an, ...,Ozlq,ﬂll, ...,ﬂlp)/, 0y = (w2,a21, ...,azq,ﬂzl, ---7621))/ €z =
(L& 1€l g he, ...,ht,p)'. In tal modo, il modello STGARCH a tre regimi di
volatilita e espresso come

he = 01z + 052 F1 (€i—a,71) + 0524 Fs (€1—a,72) (5.50)

con 3 = (w3,a31,...,agq,ﬁgl,...,ﬁgp)'. | tre diversi regimi risultano indipendenti
traloro poichési e assuntala medesima variabile di transizione nelle funzioni F'; () e
F, (). Secosi non fosse, F (-) e F; (-) varierebbero piu o meno indipendentemente
I’'una dall’ altra dando luogo a quattro regimi distinti. In realta, come accadeva per
il modello STAR a tre regimi proposto da Eitrheim e Terasvirta (1996), la (5.50) e
composta datre soli modelli GARCH lineari, per cui le dinamichetrai quattro regimi
non possono essere completamente indipendenti tra loro.” Pertanto, questo modo di

17Si veda |la Sezione 4.4 per considerazioni analoghe sul modello STAR.



5.5. POSSIBILI SVILUPPI DEI MODELLI STGARCH 119

procedere & giustificato solamente se F; (-) e F> (-) dipendono dalla stessa variabile di
transizione.’® La (5.50) si generalizzafacilmenteal caso di m regimi, mentre un modo
per ottenere I'indipendenzatrai diversi stati con variabili di transizione diverse si puo
ricavare dalla riparametrizzazione della (5.49) nel modo seguente:

he = ¢12ze (1 — Fer—1;7)) + ooz F(er—157) (5.51)

edovef, = ¢, €0y = (P2 — ¢1). Inanaogiaaquanto proposto da van Dijk e Franses
(1999) e van Dijk (1999) per il modello STAR, la formulazione STGARCH a quattro
regimi si ricava annidando traloro due modelli STGARCH di base:

he = [¢hze (1= Fiei—a,;m)) + 52 Fi(€i—ay; )] [1 — Fa(er—an;72)] +
[f52¢ (1 — Fi(er—a,57)) + O4zeFr(€r—ay371)] Fo(€r—ay;v2) (5.52)

cond; # dp. Intal modo, i quattro regimi risultano completamente indipendenti tra
loro. Si noti che questa rappresentazione e giustificata solo per i modelli di Gonzélez-
Rivera (1998) e Anderson et al. (1999) in quanto la variabile di transizione & conside-
rata fissa e specificata dai dati tramite la regola del minimo p-value. Per i modelli di
Hagerud (1996) e Lundbergh e Terasvirta (1998) e valida solo se si assume che lava-
riabile di transizione siafissa. Alla specificazione dei modelli MR-STGARCH s pud
applicare la stessa procedura descritta per il caso MR-STAR con gli opportuni adat-
tamenti poiché s tratta di lavorare sui residui a quadrato ricavati dal modello per la
mediacondizionata. Tramitel’ideadell’ approssimazione (Luukkonenet al., 1988b), la
statistica test per la verificadella presenzadi regimi multipli pud essere ricavata senza
difficolta eccessive.

5.5.3 | modelli STGARCH con parametri variabili nel tempo

A partire dalla (5.52), il modello STGARCH con parametri che variano nel tempo
(TV-STGARCH) si ricavacome

he = [#12¢ (1= Fi(er—ay;m)) + ¢hzeFi(e—ay ;)] [1 — Fa(t;72)] +
[32¢ (1 — Fi(€es—ay;71)) + @4ze Fr(€r—ay;71)] Fa(t; 72) (5.53)

L’ interpretazione del modello & quelladi permettere all’ evoluzione della varianza con-
dizionata sia dinamiche non-lineari, sia la possibilita di cambiamenti strutturali nel
valore dei paramtetri. Come caso particolare della (5.53) si puo ricavare il modello
TV-GARCH imponendo lerestrizioni ¢1 = ¢2 € ¢p3 = ¢P4:

he = ¢hzy (1 — Fa(t;72)) + b3z Fo(t;72) (5.54)

il quale non & altro che un GARCH lineare con parametri variabili gradualmente nel
tempo. Si noti la forte analogia col modello TV-AR per la media condizionata intro-
dotto daLin e Terasvirta(1994). Lefasi di specificazione, stima e verificadei modelli
TV-STGARCH e dei relativi casi particolari, possono essere ricavate applicando in

18|| problema non si pone nei modelli di Hagerud (1996) e Lundbergh e Terasvirta (1998) (si veda la
Sezione 5.1 per dettagli).
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guesto contesto le considerazioni della Sezione 4.5 e seguenti. Anchein tal caso, I’ ap-
proccio “ dallo specifico - al generale- allo specifico” sembrarisultarelasceltamigliore
poiché non e richiesta alcuna stima non-lineareintermedia. Ulteriori analisi e verifiche
intal senso sono comungque necessarie.

5.6 Unastrategia operativa

In questo paragrafo presenteremo una strategia operativa che puo essere utilizzata per
descrivere I’ evoluzione delle serie storiche finanziarie mediante I impiego dei modelli
atransizione liscia. La letteratura prevalente sull’argomento si € soffermata in par-
ticolare sulla ricerca della parametrizzazione migliore per la varianza condizionata,
tralasciando del tutto o in parte |a specificazione della media condizionata. Tuttavia, Si
evisto (cfr. Sezione 3.5.5) che ci sono forti evidenze empiriche a sostegno di unapiti o
meno accentuata di pendenza non-lineare nell’ equazione che descriveil livello dei ren-
dimenti, nonostantelaquasi total e assenzadi autocorrel azione. Questo dovrebbe essere
esplicitamente considerato per evitare di ottenere formulazioni errate per la dinamica
di h;. Infatti, e possibile stimare consistentementei parametri dellamedia condizionata
anche se lavarianza condizionataé stata assunta costante (ipotesi di omoschedasticita).
D’ altra parte, non € invece possibile stimare consistentemente i parametri del modello
per lavarianza condizionatase m € mal specificata (Lundbergh e Terasvirta, 1998).

Il nostro obiettivo & quello di costruire una coerente strategia di specificazione,
stima e valutazione dei modelli STAR-STGARCH, in analogia a quanto proposto da
Lundbergh e Terasvirta (1998). | singoli punti della procedura possono essere cosi
sintetizzati:

1. Testare la linearita della media condizionata contro I’ alternativa a transizione
liscia.

2. Selalinearitavienerifiutata, specificareil particolare modello STAR tramite la
regoladel minimo p-value.

3. Stimarei parametri del modello specificato al punto precedente sotto I'ipotesi di
omoschedasticita e valutare le proprietadei residui e dellafunzionedi transizio-
ne stimata. In particolare, verificare la presenza di non-linearita rimanenti e di
variabilitanel tempo dei parametri.

4. Verificare lapresenzadi eteroschedasticita condizionatadi tipo ARCH e STAR-
CH sullaserie dei residui a quadrato.

5. Se I'ipotesi di omoschedasticita non pud essere accettata, dal confronto tra i
p-value dei divers test, valutare se un modello della classe STGARCH puo
risultare unavalida alternativaal GARCH lineare.

6. Una volta verificata la presenza di non-linearita di tipo STGARCH néll’ equa-
zione della varianza condizionata, selezionare la funzione di transizione e, nei
modelli di Gonzalez-Rivera (1998) ed Anderson et al. (1999), il valoredi d. Si
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noti che a questo stadio della specificazione non € stata ancora stimata al cuna pa-
rametrizzazione per hy; tuttavia, I’ applicazione dei test descritti, ciascuno basato
su una semplice regressione lineare, ci consente di trarre significative informa-
zioni sulla corretta specificazione del modello. In particolare, oltre a valutare
I" assenza o0 meno di nonlinearita, siamo in grado di farci un’idea abbastanza pre-
cisa sull’ eventuale presenza di effetti leverage: cio equivaleinfatti alla scelta di
un modello STGARCH logistico.

7. Stimare il modello STGARCH selezionato a punto precedente e valutarne le
proprieta.

8. Ricavare una stima congiuntadel modello STAR-STGARCH, utilizzando come
valori iniziali dell’agoritmo di ottimizzazione le stime ottenute singolarmente
sui due modelli.

9. Valutare le proprietadei residui standardizzati e, se non risultano ulteriori “mis-
specificazioni”, utilizzare il modello per gli scopi preposti.

Naturalmente, pud essere che un sottomodello della famiglia STAR-STGARCH
risulti come miglior specificazione finale. Cosi ad esempio, la media condizionata
pud essere lineare, mentre € la varianza condizionata a seguire una dinamica di tipo
STGARCH, o viceversa. Al limite, sialamedia che la varianza condizionata possono
essere lineari.

Nella specificazione del modello per la varianza condizionata, |a strategia descritta
s differenzia abbastanza da quella di Lundbergh e Terasvirta (1998). | due autori
infatti, propongono di stimare un modello GARCH lineare sui residui del modello
per la media condizionata e, solo successivamente in fase di valutazione, verificare la
presenzadi effetti STGARCH. Un simile modo di procedere puo essere definito “dallo
specifico - a generale” poiché si basa sulla stima di un modello piu semplice per poi
verificarne |" adeguatezza. |l test per ST(G)ARCH é dunque applicato alla serie dei
residui standardizzati tratti dal modello STAR-GARCH (o da uno piu semplice). Per
contro, la procedura qui presentata puo essere definita “dal generale - allo specifico”
ed e giustificata sulla base delle seguenti considerazioni:

e laquasi totalita delle serie storiche finanziarie presenta forti evidenze empiriche
afavore della non-linearita, tanto da giustificare I’ affermazione che deve essere
ritenuta come caso limite un’ eventualelinearitae non il viceversa;

o |a strategia proposta & basata sull’ applicazione di diverse batterie di test sulla
serie dei residui a quadrato ricavati dal modello per la media condizionata. Per-
tanto, non & necessario stimare a cuna formulazione intermedia per la varianza
condizionata, ma utili informazioni sul modello pit appropriato possono essere
ricavate mediante semplici regressioni lineari.

Tra le principali critiche che possono essere mosse a questa procedura vi € sen-
Z' dltro la considerazione che i test per ARCH e STARCH potrebbero essere sensibili
a problemi di errata specificazione. In particolare, il loro fondamento teorico risie-
de nell’ipotesi di normalita che, come € stato piu volte evidenziato, ben difficilmente
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S adatta alle serie storiche finanziarie. A questo si aggiunga |’ eventuale presenza di
osservazioni aberranti che possono alterare, apparentemente in senso non-lineare, la
struttura dinamica della varianza condizionata. Simili problematiche potrebbero esse-
re parzialmente risolte impiegando le versioni robuste delle statistiche test (si vedala
Sezione 5.2.2), anche se ulteriori verifiche e ssimulazioni in tal senso sono auspicabili.

5.7 Applicazione al Tasso sui Fondi Federali U.S.A.

In questa Sezione riprendiamo I’ esempio analizzato nel Capitolo 3 a fine di ricavarne
un’ adeguatarappresentazione per la varianza condizionata. Dalle diagnostiche sul mo-
dello ESTAR stimato (cfr. Sezione3.7) si évisto chesialanormalitadelladistribuzione
empirica de residui sia l'ipotesi di varianza condizionata costante erano ampiamente
rifiutate. Pertanto, abbiamo deciso di applicareallaseriein oggetto lastrategiadi speci-
ficazione, stima e verifica della varianza condizionata, cosi come discusso nel presente
Capitolo.

Tabella’5.11: p-values dei test per STARCH (versione x2) cong = 4 e 8.

Test H LT GR(d=1 ANV(d=1)
q=4
Congiunto  1.58 x 1072° 446 x 10726 1.87x10°%' 3.16 x 10723
Logitico  1.12x1072% 3.27x107% 188x 1077 9.65x 10~°
Esponenzide 1.23 x 107" 123 x 107" 4.78 x 10~ 4.78 x 10~15
q=238
Congiunto  5.94 x 107%%  8.09 x 107°° 2.75x 1072 2.84 x 10~
Logistico  1.75x 107% 6.92x 1073 1.54x 1072 1.69x 10713
Esponenziale 5.12x 107'% 512x 107 537x 1071 537x 10719

In primo luogo, sono stati impiegati i tests per STARCH ala serie dei residui al
quadrato, i cui risultati sono riportati nella Tabella 5.11, dove le sigle H, LT, GR ed
ANV indicano rispettivamente i diversi modelli STGARCH.° | risultati dei test sono
riportati per due diverse scelte di ¢ (rispettivamente 4 e 8) e mostrano che, in entram-
bi i cad, I'assenza di effetti STARCH non pud essere accettata. Tuttavia, |’ effettiva
convenienzadi un modello della classe smooth transition GARCH deve essere valutata
confrontandoii risultati ottenuti con quelli del test per ARCH di Engle (1982), riportati
in Tabella5.12.

Come si vede, in tutti i casi emerge la presenzadi forti nonlinearita nell’ equazione
della varianza condizionata®, tali da lasciar supporre che il vero processo generatore
dei dati sianon-lineare g, in particolare, un modello GARCH atransizione liscia. Dal
confronto trai p-value dei test per STARCH & anche possibile selezionare la funzione
di transizione. Poiché si € deciso di stimare un modello STGARCH(1,1), ed avendo

19H, Hagerud (1996); LT, Lundbergh e Terasvirta (1998); GR, Gonzélez-Rivera (1998); ANV, Anderson
et al. (1999).

20| risultai non cambiano se il confronto & basato su scelte diverse di ¢ nei test per ARCH (¢ = 8) e
STARCH (g = 4).
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Tabella5.12: Risultati del test ARCH (Engle, 1982).
q 4 8
p-value (x?) 3.97x 1078 2,56 x 10712

precedentemente dimostrato che tutti gli altri modelli STGARCH sono compresi nella
formulazione di Anderson et al. (1999) come casi particolari, faremo riferimento al
test ANV. Cosi siaper ¢ = 4 cheper ¢ = 8, il p-value dd test nel caso esponenziale
€ piu piccolo del corrispondente valore nel caso logistico. Pertanto, stimeremo un
modello ESTGARCH(1,1) sui residui ricavati dal modello per la media condizionata.
In Tabella5.13 s riportanoii risultati delle stime (tra parentesi gli standard error non
robusti). Nel caso esponenziale, h; risulta simmetrica rispetto alle innovazioni, per cui
la procedura di stima a due passi non provoca perdita di efficienza asintotica (Engle,
1982 e Hagerud, 1996).

Tabella 5.13: Risultati di stima del modello ESTAGRCH(1,1) con variabile di
transizionee;_ .

Parametro | Stima Std. Error
Primo Regime
w1 0.0002 0.0006
arl 0.9120 0.9799
P11 0.6426 0.0307

Secondo Regime

w2 -0.1974 0.2039

s 1.2467 0.7120

P21 -0.3505 0.0974
Funzionedi Transizione

y 1.0048 0.0326

Il grafico della funzione di transizione stimata € riportato in Figura 5.6, mentre la
Figura 5.7 mostra I’andamento dei residui a quadrato (ricavati dal modello ESTAR
stimato) e della varianza condizionata stimata col modello ESTGARCH(1,1). A par-
te una sovrastima della varianza condizionata nei periodi di alta volatilita (primi anni
'80, in corrispondenza del cambiamento di politica monetaria da parte della Federal
Reserve), il modello sembra descrivere bene I’ evoluzione di h; nel corso dell’ arco di
tempo considerato. In particolare non sembra mostrare quel grado di eccessiva persi-
stenzatipico invece del modello GARCH tradizionale dove lastimadella volatilita non
si conciliabene con I’andamento delle innovazioni a quadrato.

L'analisi delle diagnostiche sulla serie dei residui standardizzati (Tabella’5.14) in-
dica che la parametrizzazione di tipo ESTAR-ESTGARCH ottenuta, non pud essere
ancora accettata come modello finale. L'ampio rifiuto dell’ ipotesi di normalita, dovuta
ad unaaccentuataasimmetriaadestradelladistribuzioneempirica, allaqualesi aggiun-
geunindicedi curtosi chevaben oltreil corrispondente valore della normale standard,
rappresentano elementi importanti per concludere che il modello stimato necessita di
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Figura 5.6; Funzione di transizione esponenziale stimata nel modello ESTGAR-
CH(1,1).
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ulteriori specificazioni e verifiche. Tuttavia, non procederemo oltre nell’ analisi dato il
carattere meramente illustrativo con cui € stato affrontato lo studio della serie relativa
a Tasso sui Fondi Federali U.S.A. | risultati presentati hanno ampiamente raggiunto
lo scopo che si erano prefissi, ovvero semplicemente quello di aiuto nella comprensio-
ne delle metodol ogie descritte, cercando di mettere in evidenza come queste potessero
essere impiegate nelle applicazioni pratiche.

5.8 Consderazioni conclusive

In questo Capitolo sono stati presentati i modelli GARCH a transizione liscia (ST-
GARCH), analizzandone gli aspetti peculiari e le differenze con gli atri modelli della
famiglia GARCH. In particolare, ci siamo soffermati sulla specificazione empirica dei
modelli, cercando di individuare una coerente strategia operativa tale da permetterci
di selezionare correttamente un modello della classe STGARCH quando realmente se
ne presenti la necessita. Si € cercato di estendere la regola del minimo p-vaue di
Terasvirta (1994) sulla selezione del modello STAR alla scelta tra una rappresentazio-
ne GARCH lineare contro |’ alternativa a transizione liscia. La regola proposta € stata
investigata mediante un piccolo esperimento di simulazione i cui risultati sono abba-
stanza confortanti. Gli eventuali insuccess dellaregola sono daricercare trale ipotesi
teoriche (in particolare la normalita) su cui s fondano i diversi test. Per ovviare a que-
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Figura 5.7: Confronto tra andamento dei residui al quadrato e varianza condizionata
stimata col modello ESTGARCH(1,1).

30
L 20
154 1': | 10
10 -Pu...ﬂ __________ o B w“'s‘kﬁ...a. ........... Ay
54
0.

60 65 0 5 B0 85 90

—— Residui al quadrato -——--- Varianza ESTGARCH(1,1)

sti inconvenienti sono state proposte delle robustificazioni da apportare ai diversi test,
rimandando ad analisi successivelaloro investigazione su serie simulate e reali.

La maggior parte del Capitolo & stata suddivisa secondo il tradizional e schema di
specificazione, stima e valutazione dei modelli, mentre gli ultimi due paragrafi si con-
centrano sulla sintesi della proceduradi specificazione proposta (Sezione 5.6) e su una
esemplificazione reale applicata alla serie del Tasso sui Fondi Federali U.S.A. (Sezio-
ne 5.7), gia utilizzata nel Capitolo 3 per mostrare le implicazioni empiriche derivanti
dallastrategiadi specificazione, stimae verificadei modelli STAR sull’ equazionedella
media condizionata. L’ esempio € a scopo puramenteillustrativo e non pud certo essere
considerato come una esauriente e completaanalisi del fenomeno considerato.

Tabella5.14: Diagnostiche sui residui standardizzati.

Statistica Valore p-value
Media 0.0459
Mediana 0.0195
Min -5.0981
Max 8.1921
Deviazionestandard | 1.2712
Skewness 1.0773
Curtosi 10.954
Jarque-Bera 1332.69 0.0000
ARCH(4) 1683 0.7938
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Interessanti sviluppi sull’ argomento hanno riguardato la valutazione di previsioni
da modelli STGARCH, siain un contesto in-sample che out—of-sample, in rapporto
a parametrizzazioni alternative della varianza condizionata. A tal proposito si vedano
Franses e van Dijk (1996 e 1998hb), Franses, Neele e van Dijk (1998) e Cecconi, Gallo
e Lombardi (2002).



Capitolo 6

Conclusioni

Lo scopo di questamonografia e stato quello di presentare la classe dei modelli atran-
sizione liscia (Smooth Transition Models) e di descrivere le principali caratteristiche
che li contraddistinguono dagli atri modelli per il cambiamento di regime. Dopo una
breve introduzione allo studio delle serie storiche finanziarie ci siamo soffermati sulle
principali formulazioni dinamiche utilizzate in letteratura per descrivere il comporta
mento di molti fenomeni economici, sia per quanto riguarda la media che la varianza
condizionata. Il termine“condizionata” eriferito atuttal’informazionerilevante per la
dinamicafuturadel fenomeno considerato. Si € operato poi un inquadramento generale
dei modelli all’interno del contesto pitl ampio dei modelli con cambiamento di regime,
evidenziandonele peculiaritaei caratteri ditintivi.

L’ esposizione e proseguita con I'analisi dei modelli autoregressivi a transizione
liscia (STAR), strutturatasecondo il tradizional e schema di specificazione, stima, valu-
tazione ed utilizzo dei modelli proposto da Terasvirta (1994) ed Eitrheim e Terasvirta
(1996). Nel corso dellatrattazione € stata presentata una esemplificazione su dati reali
applicata alla serie mensile del tasso sui Fondi Federali U.S.A. Sebbene|’analisi con-
dotta non possa considerarsi completamente esaustiva, i risultati ottenuti confermano
una buona adattabilita ai dati del modello ESTAR stimato. In particolare, migliorano
considerevolmente le proprietadei residui di stimain rapporto a quelli di un modello
lineare autoregressivo. Ampiamente significative risultano lariduzione dellavariabilita
non spiegatadal modello (del 15% rispetto al modello lineare) e quelle dell’ asimmetria
e della curtosi della distribuzione empirica dei residui. La presenzadi diversi regimi
nell’ evoluzionedel fenomeno € confermatadai grafici dellafunzionedi transizione sti-
mata e della funzione di transizione contro il tempo. || modello stimato, se da un lato
rappresentaun cospicuo miglioramento rispetto alla parametrizzazionelineare, dall’ al-
tro non pud essere ancoraimpiegato per scopi previsivi. Lapresenzadi eteroschedasti-
citacondizionatae, comesi evince dal grafico a pagina 38, un’ eventual e cambiamento
strutturale in corrispondenza dei primi anni *80 (cambiamento di politica monetaria
da parte della Federal Reserve), dovrebbero essere maggiormente investigati prima di
utilizzare il modello per gli scopi preposti.

Latrattazione si soffermapoi sugli sviluppi recenti dei modelli STAR, introducendo
i modelli aregimi multipli (MR-STAR) e quelli con parametri che variano nel tempo

127
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(TV-STAR). La notazione utilizzata & leggermente diversa da quella tradizionale, ma
risultadi maggiore utilita nell’ interpretazione del risultati. Si notainfatti chei modelli
atransizione liscia, siano adue o piti regimi 0 con parametri variabili nel tempo,
pOssono essere visti come una media ponderata tra diverse parametrizzazioni lineari,
doveil passaggio daunaall’ atraavviene per operadelafunzionedi transizione. Nello
stesso Capitolo sono state anche presentate delle robustificazioni da apportare al test di
linearitanei casi di presenzadi eteroschedasticita genericaed outliers.

Nel Capitolo 5 s € analizzato il caso di eteroschedasticita condizionata autore-
gressiva atransizione liscia (STGARCH), mettendo in evidenza come la presenza di
diversi regimi di volatilitanelladinamicadei fenomeni finanziari costituisca un aspetto
di indubbiaimportanza. Dopo un’introduzione delle diverse formulazioni STGARCH
presentate in letteratura, si € cercato di fornire una trattazione univoca dell’ argomento
evidenziando di voltain voltale diversitaei punti comuni a ciascun modello. In que-
st’ ottica ne sono state discusse le proprietae si € derivato un test di specificazione del
modello basato su una semplice regressione ausiliaria. Anche I’ effettiva convenienza
di un modello pit complicato, qual’ € quello atransizione liscia, rispetto al GARCH li-
neare € stata opportunamente val utata presentando unaregoladi decisione empirica, la
cui fondatezzasi ritrovanellaregolapropostada Terasvirta (1994) per |a specificazione
dei modelli STAR. La procedura presentata & stata val utata mediante un esperimento
di simulazione, i cui risultati sono abbastanza confortanti. Trai vantaggi principali di
guesta strategia operativa vi € senz’ altro quello di una valutazione ex-ante dellarede
convenienza all’ utilizzo di un modello non-lineare, quando in realta il vero processo
generatore dei dati pud essere lineare. Robustificazioni dei diversi test sono state pro-
poste per correggerele distorsioni dellaregoladecisionalein presenzadella violazione
delleipotesi generali su cui si fondano: in particolare la non-normalita della distribu-
zione empiricadei rendimenti e la presenza di osservazioni eccezionamente grandi o
piccolerispetto allamedia (outliers). Ulteriori simulazioni ed esemplificazioni su serie
reali, per le quali si rimanda a ricerche successive, si rendono necessarie per valutare
lapotenzadellaregolain simili circostanze. Tutto il Capitolo € organizzato sulla base
della stessa procedura di specificazione, stima e valutazione dei modelli proposta da
Terasvirta (1994) per il caso STAR. A conclusione dello stesso € presentata una esem-
plificazione a scopo illustrativo su dati reali, riprendendo la serie del Tasso sui Fondi
Federali U.S.A. precedentemente utilizzata. Dai risultati emerge chiaramente la pre-
senza di forti nonlinearita di tipo STGARCH, sebbene il modello finale stimato non
possa ancora essere considerato definitivo.

Nel corso dellatrattazione si sono anche analizzate numerose serie finanziarie rap-
presentate daindici di borsa, tassi di cambio ed azioni quotate allaborsadi New York,
alle quali sono stati applicati i test di non-linearita di tipo STAR (nella media condi-
zionata, Sezione 3.5.5) e STGARCH (nella varianza condizionata, Sezione 5.2.1 e se-
guenti). | risultati mostrano una quantomeno generalizzata nonlinearitadi tali fenome-
ni, dove la linearita pud considerarsi solamente come una manifestazione isolata. Piu
in particolare si € analizzatala serie del tasso di cambio Yen Giapponese-Dollaro USA
mediante un modello della classe STGARCH. | risultati ottenuti confermano |I’ampio
miglioramento nella caratterizzazione della varianza condizionata rispetto al modello
GARCH lineare. Il modello riesce bene a descrivere periodi di alta e bassa volatilita,
senza per questo lasciare una eccessiva persistenza nella varianza condizionata, tipica
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invece del GARCH lineare.

A conclusione del lavoro possiamo affermare che i modelli a transizione liscia po-
trebbero costituire un’ adeguata caratterizzazione dei fenomeni finanziari, soprattutto
per il fatto che riescono a catturare le caratteristiche di non-linearitaintrinseche acia-
scuna serie ed ammettono la presenza di piti regimi, o stati, dell’economia. Laloro
utilita & supportata anche dalla considerazione che comprendono al loro interno molte
delle altre formulazioni per il cambiamento di regime come casi particolari. Pertanto,
seil vero processo generatore dei dati € meglio caratterizzato dauno degli altri modelli,
dallastimadi una parametrizzazione atransizione liscia ce ne dovremmo rendere con-
to. Un valore del parametro che governala transizione particolarmente alto o la non
significativita di alcuni parametri ci dovrebbero suggerire di restringere il modello ad
unaformulazione alternativa che, al limite, puo essere anche quellalineare.

Trai possibili sviluppi dei modelli non si € consideratal’ipotesi cheil terminedi di-
sturbo si distribuiscacome unavariabile casualet— Student, laddoveinvece estensioni
intal senso hanno costituito un miglioramento, anche apprezzabile, dei modelli stimati
in ambito finanziario. Desideriamoinfine segnalarei recenti sviluppi dei modelli STAR
nell’ ambito dell’ integrazione frazionaria, Fractionally Integrated STAR (FISTAR), in-
trodotti davan Dijk, Franses e Paap (2002) con applicazioni al tasso di disoccupazione
statunitense, e i modelli STARTZ, Smooth Transition Autoregressive Target Zone, in-
trodotti da Lundbergh e Terasvirta (2003) con I'ideadi caratterizzare le dinamiche dei
tassi di cambio all’interno delle cosiddette Target Zone dove labandadi oscillazione &
fissata a priori dalle autorita monetarie. Uno studio recente di Sensier, Osborn e Ocal
(2002) applicai modelli della classe STAR agli effetti del tasso di interesse sul GDP
inglese, mentre altri studi di Potter (1999) e Chan e McAleer (2001) forniscono rispet-
tivamente una val utazione comparativadei principali modelli non-lineari applicati allo
studio delle serie temporali (dovei modelli STAR costituiscono una delle formulazio-
ni principali e maggiormente impiegate), e un’analisi di tipo Monte Carlo delle stime
di massima verosimiglianza ricavate da modelli STAR e STAR-GARCH. E pertanto
probabile, ed anche auspicabile, che, dato il grosso successo di tali parametrizzazioni
edatalalorofacilitadi utilizzo, numerosi saranno gli studi sull’ argomento che, siadal
punto di vistateorico che applicato, si succederanno nei prossimi anni.
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Appendice A

Dati utilizzati nelle applicazioni

Le serie storiche impiegate negli esempi sono costituite da otto indici rappresentati-
vi delle maggiori borse internazionali, otto tassi di cambio espressi come numero di
unita di moneta estera contro il dollaro americano e otto azioni quotate nei merca-
ti americani del NYSE (New York Stock Exchange) e del NASDAQ (National Asso-
ciation of Securities Dealers Automated Quotation). | campioni utilizzati vanno dal
6 gennaio 1986 a 31 dicembre 1999 per le serie relative agli indici di borsa (con
I"eccezione del CAC40 che parte dal 9 luglio 1987), dal 31 dicembre 1979 a 31 di-
cembre 1998 per i tassi di cambio e dal 2 gennaio 1990 a 29 dicembre 2000 per
le azioni. | dati raccolti si riferiscono alle quotazioni di chiusura della giornata bor-
sistica, rispettivamente 3128 osservazioni per gli indici (2735 per il CAC40), 4959
per i tassi di cambio e 2869 per le azioni, mentre le osservazioni mancanti sono sta-
te rimpiazzate dal valore medio tra il dato del giorno immediatamente precedente e
quello successivo. Le serie storiche relative aindici e tassi di cambio sono le stes-
se utilizzate da Franses e van Dijk (2000b) e possono essere prelevate dal sito web
http://www.few.eur.nl/few/people/djvandijk/nltsmef/nltsmef.htm. Inoltre, abbiamo fatto
riferimento a Yahoo! Finance, http://finance.yahoo.com, per quanto riguardai corsi
azionari americani e al’Economic and Financial Database sul sito web della Fede-
ral Reserve Bank di St. Louis, http://www.stls.frb.org/fred, relativamente ala serie del
Tasso sui Fondi Federali U.S.A. utilizzata negli esempi del Capitolo 3 e in parte del
Capitolo 5.
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TabellaA.1: Indici di borsa.

Piazza Finanziaria Indice
New York EOE
Francoforte DAX
Parigi CAC40
Londra FTSE100
Hong Kong HANG SENG
Giappone NIKKEI
Singapore ALL SHARES
New York S& P500

TabellaA.2: Tass di cambio (contro dollaro USA).

Valuta Simbolo

Dollaro Australiano | AUD/USD
Sterlinalnglese GPB/USD
Dollaro Canadese CAD/USD
Marco Tedesco DEM/USD
Fiorino Olandese NLG/USD
Franco Francese FRF/USD
Yen giapponese JPY/USD

Franco Svizzero CHF/USD

TabellaA.3: Titoli azionari.

Societ Simbolo | Mercato
Intel Corporation INTC | NASDAQ
AT&T Corporation T NYSE
Apple Computer Inc AAPL | NASDAQ
Advanced Micro Devices (AMD) Inc | AMD NYSE
Coca Cola Co (Coke) KO NY SE
McDonald's Corporation MCD NY SE
McGraw-Hill Inc MHP NY SE
PepsiCo Inc PEP NY SE




Appendice B

Derivazione ddl test di linearita

B.1 CasoLSTAR: approssimazionedel primo ordine

Secondo quanto indicato da L uukkonen, Saikkonen e Terasvirta (1988b), I’ approssima-
zione di Taylor dellafunzione di transizione logistica espressa dalla (3.4), nell’intorno
di v = 0 etroncataa primo ordine € pari a

Ty (Ye—a;7,¢) = F (ys—a;0,¢) + 917 + R1 (ye—da;7,¢) (B.1)

dove F' (y;—a;0,¢) = S e gy = ZWeand| = Ly, , — ). Sostituendo Ty (-) @
posto di F'(-) nella(3.25) eriordinandoi termini, si ricavail modello ausiliario (3.28).
Larelazione che c'é trai parametri del modello ausiliario e i parametri del modello

LSTAR & laseguente:

1 1
Bo,o =m0 + 6o (5 - ZWC> (B.2)
Bo,i = mi +6; L1 +10 i =d (B.3)
0,i = i il 470 47 0 ber = .
1 1 . .
Bo,i = mi + 6; (5 - Z’yc) i=1,..,p con i#d (B.4)
1 :
Bui 179@' i=1,..,p (B.5)

B.2 CasoLSTAR: approssimazione del terzo ordine

Intal caso, |’ approssimazione di Taylor dellafunzionelogisticavalutatanell’ intorno di
y=0¢&

Ts(ye—a;7:¢) = F(yi—a; 0,¢) + 917 + 937° + R3(ye—a; 7, ) (B.6)
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dove F(y;—q;0,¢) = %, g1 = m’"“a;j;ml = L(yi—a — ¢) & inultimo, g3 =

(5) M| = —L(yi—a — ¢)*. Ddla(B.6) s ricava il modello ausilia-
rio (3.32), mentre|l coIIegamento tra parametri del modello originario e parametri del
modello ausiliario e sintetizzato dalle relazioni:

1 1 1
= ~0y — = 1-— B.
Bo,0 = mo + 290 47090 ( 127 ¢ ) (B.7)
1 1 1 1 1 .
Bo,i = 7Ti+§0i_ Z’Ycei (1 - EV c ) +Z’Y‘90 (1 - 17 c ) per i =d (B.8)
11 1 ,.\ . ,
Bo,i = m + §Oi — Z’yc@,- 1-— 7 e i=1,..,p con i#d (B.9)
1 1, .
Bri = 1791‘ ~ 15" c(ch; —0y) per i=d (B.10)
1 1,,\ . .
Bi,i= 170,- 1-— e i=1,..,p con i#d (B.11)
Byi= o (et — Lo = d (B.12)
2,4 = 167 CU; 3 0 per © = .
1 . .
Ba,i = 67 3¢ i=1,..,p con i#d (B.13)
1,
Bs.i = ~18" 0; i=1,...,p (B.14)

B.3 Caso ESTAR: relazioni tra parametri

Quando consideriamo la funzione di transizione esponenziale, e sufficiente far riferi-
mento allaproceduradi approssimazionedi Taylor troncataal primo ordine, dallaquale
s ricavail modello ausiliario (3.42), i cui parametri in funzione di quelli del modello
originario sono espressi come:

Bo,0 = mo + v 6o (B.15)

Boi =i +yc(cli —26p) per i=d (B.16)
Bo,i =m + vc®0; i=1,..,p coni#d (B.17)
B1i =700 —2c8;) per i=d (B.18)
Bii=—2yc¢t; i=1,..,p con i#d (B.19)
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B.4 CasoLSTAR-D: relazioni tra parametri

Relazioni trai parametri del modello ausiliario (3.52) e modello LSTAR-D originario:

1
5071' =m; + 502 1=0,1,...,p (821)
1 .
Bl,i = 1702 i=0,1,....,p (822)

1

- 3 . ) —
18”7 0; i=0,1,..,p (B.23)

B = —
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Appendice C

Derivate analitiche per il test di
dipendenza seriale

Presentiamo di seguito le espressioni delle derivate analitiche del test per la verificadi
ulteriore dipendenza seriale nei residui di un modello STAR stimato. 11 test, derivato
da Eitrheim e Terasvirta (1996), € stato presentato nella Sezione 3.7 acui s rimanda
per tutti i dettagli. Posto f(w¢;0) = mo + m'wy + (6 + 0'wy) F(s¢;7y,¢), peril caso
LSTAR avremo:

af(gvi—; D) = (14 exp =7 (50 — D) exp {7 (51 = )} (51— ) (B0 + 8'w1)
(C.2)
OTE0) — oy (14 exp (= (s — ) exp {7 (s — )} (o + 0w, (C2)

mentre per il caso ESTAR le corrispondenti derivate saranno:

%,;;5) = exp {—’Y (st — 0)2} (s — €)% (B0 + 0'wy) (C.3)
W = 2yexp {—7 (s¢ — 0)2} (st —¢) (o + 6'wy) (C4)

| valori di v, ¢, 6y e 6’ riportati nelle equazioni (C.1) — (C.4), per il calcolo della
regressione ausiliaria su cui s basa il test per la presenza di dipendenza seriale nei
residui di un modello STAR stimato, dovranno essere opportunamente sostituiti con le
rispettive stime campionarie.
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