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Introduzione
Fino ad una trentina d'anni fa, il complesso dei metodi matematici impiegati dal-l'analisi �nanziaria, noto con il nome di Calcolo Attuariale, era quasi esclusivamenterivolto alla determinazione del valore attuale probabile di un'attivit�a �nanziaria.Tre articoli fondamentali, apparsi a nove anni di distanza l'uno dall'altro cambiaronoin maniera radicale questa situazione:� Shape nel 1964, e in seguito Lintner nel 1965, proposero il Modello di Equi-librio per Attivit�a Finanziarie, il Capital Asset Pricing Model, meglio noto conl'acronimo di CAPM, che introdusse la nozione di rischio sistematico di un titolo,misurato da un certo coe�ciente di regressione;� Black e Scholes nel 1973 mostrarono che il prezzo teorico di un'opzione di ac-quisto su un'azione �e la soluzione di una certa equazione alle derivate parziali.In seguito a questi tre articoli, �e nata la necessit�a di utilizzare tecniche matematichespesso molto diverse e so�sticate: Ottimizzazione, Programmazione Dinamica, CalcoloDi�erenziale Stocastico, Equazioni alle derivate Parziali e Controllo Ottimo.Da un punto di vista economico e �nanziario, si possono distinguere tre grandi teminello sviluppo dei lavori di ricerca degli ultimi 25 anni: l'ottimizzazione del portafoglioe dei consumi, la determinazione del prezzo di un'attivit�a �nanziaria e l'arbitraggio. Inmodo intuitivo, si pu�o de�nire l'ipotesi di assenza di opportunit�a di arbitraggio comel'impossibilit�a di realizzare guadagni con investimenti iniziali nulli o negativi. Sottotale ipotesi, in particolare, esiste una legge di probabilit�a secondo la quale il prezzo diogni titolo �e uguale al valore atteso attualizzato dei suoi rendimenti futuri. Attraversotale risultato il secondo e il terzo tema risultano strettamente legati; infatti i principalimodelli per la determinazione dei prezzi dei titoli sono stati sviluppati sotto ipotesi diassenza opportunit�a di arbitraggio.L'approccio oggi pi�u largamente impiegato per la de�nizione dei modelli per la deter-minazione dei prezzi delle attivit�a �nanziarie trae gran parte delle sue fondamenta dallavoro di Black e Scholes, i quali hanno avuto il merito di determinare una formulaesplicita per i prezzi delle opzioni di tipo europeo che non dipende dalle ipotesi sullepreferenze degli operatori e che �e funzione di variabili osservabili e della loro dinamica.Il mercato descritto da questi modelli �e regolato dall'ipotesi di assenza di opportunit�adi arbitraggio non rischioso; gli agenti hanno aspettative conformi sullo stato futuro,e la variabile che guida il mercato �e, frequentemente, il tasso di interesse istantaneo.In generale, in tali modelli, si ipotizza che la dinamica dei processi, sia di prezzo chedi rendimento, possa essere descritta tramite una Equazione Di�erenziale Stocasticadel tipo: dXt = �(Xt)dt+ �(Xt)dWtdove fWt; t > 0g �e un moto browinano, � e � sono funzioni continue rispetto a t e pren-dono il nome di deriva e di coe�ciente di di�usione. La soluzione di tale Equazioneiii



Di�erenziale Stocastica �e un processo di Markov a traiettorie continue noto come Pro-cesso di Di�usione.L'impiego delle Equazioni Di�erenziali Stocastiche equivale alla teoria della passeg-giata aleatoria per i prezzi dei titoli �nanziari, teoria che a�erma la non prevedibilit�adei rendimenti a causa dell'e�cienza informativa dei mercati.Se si ipotizza che il tasso di interesse istantaneo segua una Equazione Di�erenziale Sto-castica (EDS), utilizzando l'ipotesi di assenza di opportunit�a di arbitraggio e i risultatidel calcolo di�erenziale stocastico (infatti per tali equazioni non sono applicabili le re-gole del calcolo di�erenziale tradizionale), si ricava il prezzo di attivit�a �nanziariaderivata, cio�e di un titolo il cui valore dipende dai valori di variabili sottostanti pi�uelementari. Tale prezzo �e determinato dalla cos�� detta Equazione di Valutazione delprezzo di equilibrio ed �e la soluzione di una certa equazione alle derivate parziali,dipendente dal titolo che ne �e il presupposto, dal tasso di interesse e dai parametri checaratterizzano l'Equazione Di�erenziale Stocastica che descrive la dinamica del tassodi interesse stesso.A seguito dell'assunzione dell'ipotesi di assenza di opportunit�a di arbitraggio per lacaratterizzazione della struttura dei prezzi di equilibrio resta de�nito il premio di ris-chio, cio�e un compenso richiesto per accettare il rischio indotto dalle uttuazioni dellavariabile che guida il mercato.In tale impostazione rientrano in particolare, oltre al modello di Black e Scholes, imodelli di Vasicek (1977) e di Cox, Ingersoll e Ross (1985).Per l'impiego dall'Equazione di valutazione �e necessario conoscere il valore dei parametridelle EDS presenti nel modello considerato.La di�colt�a della stima da dati discreti dei parametri di una Equazione Di�erenzialeStocastica attraverso i metodi di Massima Verosimiglianza �e fortemente legata alladi�colt�a della determinazione della probabilit�a di transizione del processo di Markovche ne �e soluzione. La ricerca si �e quindi orientata verso lo studio di metodi alternativiche si possono raggruppare in due approcci: quelli di Pseudo Massima Verosimiglianzae quelli \Simulation Based". L'approccio di Pseudo Massima Verosimiglianza nascedall'impossibilit�a di determinare le soluzione analitiche per molte Equazioni Di�eren-ziali Stocastiche ed impiega per lo pi�u approssimazioni di tali soluzioni o trasfor-mazioni delle Equazioni Di�erenziali in equazioni alle di�erenze �nite. Gli stimatoridi Pseudo Massima Verosimiglianza (Gourieroux, Monfort e Trognon 1984) possonoessere de�niti come stimatori di Massima Verosimiglianza calcolati a partire da unmodello sbagliato. Le stime tendono verso uno pseudo valore che non necessariamentecoincide con il valore vero del parametro oggetto di studio. Se i momenti condizionaliprimo e secondo della funzione di Pseudo Verosimiglianza sono esattamente speci�cati,si ottengono stime consistenti per i parametri coinvolti in questi modelli; qualora ilmomento secondo non sia correttamente speci�cato, si otterranno stime consistentisolo per i parametri coinvolti nel momento primo. Quest'ultima situazione �e abba-stanza frequente per le Equazioni Di�erenziali Stocastiche, per cui spesso le stime deicoe�cienti della deriva risultano consistenti, ma quelle dei parametri coinvolti dalcoe�ciente di di�usione risultano altrettanto spesso inconsistenti. Tale problema �eparticolarmente fastidioso, in quanto i parametri di di�usione intervengono in manierarilevante nell'Equazione di Valutazione dei prezzi delle attivit�a �nanziarie.iv



I metodi \Simulation Based" sono di recente sviluppo e si possono in genere ricondurreal metodo dei Momenti. L'idea �e quella di poter determinare le stime dei parametri diun modello di di�cile valutazione attraverso una procedura di simulazione e stima chericorre all'uso di modelli ausiliari. Tra questi metodi si ricordano quello dei MomentiSimulati (Du�e e Singleton 1993) e dell'Inferenza Indiretta (Gourieroux, Monforte Renault 1993, Gallant e Tauchen 1994). Tale approccio consente di determinarestime consistenti dei parametri di interesse, ma presenta lo svantaggio di richiedereun'elevata complessit�a di elaborazione legata alla di�colt�a di utilizzare con successonell'ottimizzazione della funzione obiettivo algoritmi ricorsivi che richiedano il calcolodella matrice Jacobiana.Hansen e Scheinkman (1995), sfruttando le propriet�a dell'operatore in�nitesimale delprocesso fXt; t > 0g soluzione di una Equazione Di�erenziale Stocastica, hanno rica-vato due tipi di condizioni di ortogonalit�a. Con l'ausilio di tali condizioni e tramitela scomposizione spettrale dell'operatore in�nitesimale, gli autori pervengono ad unostimatore non parametrico per il coe�ciente di di�usione di una Equazione Di�eren-ziale Stocastica.Queste condizioni appaiono, per�o, di un certo interesse anche per analisi parametrichedelle Equazioni Di�erenziali Stocastiche: infatti le condizioni sono valide per ogni fun-zione �(Xt) in�nitamente derivabile e limitata, e con esse �e possibile costruire unaprocedura di stima secondo il Metodo Generalizzato dei Momenti (GMM). L'uso ditali condizioni presenta il particolare vantaggio di non richiedere la conoscenza dellafunzione di Verosimiglianza del processo soluzione della Equazione Di�erenziale Sto-castica considerata.In questo lavoro viene presentato uno stimatore GMM, derivato dalle condizioni diHansen e Scheinkman per un'opportuna scelta della funzione �(Xt) , per i parametridi di�usione delle Equazioni Di�erenziali Stocastiche che caratterizzano i modelli perla valutazione dei titoli �nanziari.Il lavoro �e organizzato come segue.Nel Capitolo 1 verranno illustrati i principali modelli per la determinazione dei prezzidei titoli delle attivit�a �nanziarie.Nel Capitolo 2, dopo una breve rassegna della teoria delle soluzioni delle EquazioniDi�erenziali Stocastiche, verranno illustrati alcuni dei principali metodi di stima peri parametri di tali Equazioni.Nel Capitolo 3 verr�a presentato lo stimatore GMM derivato dalle condizioni proposteda Hansen e Scheinkman ed attraverso studi Monte Carlo verr�a condotta una veri�cadelle sue propriet�a econometriche e un confronto con gli stimatori di Pseudo MassimaVerosimiglianza e di Inferenza Indiretta.Nel Capitolo 4 in�ne verr�a presentata la valutazione di attivit�a �nanziarie derivateper il mercato statunitense mediante l'applicazione dello stimatore GMM proposto.
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Capitolo 1I modelli markoviani per la valutazione deititoli derivati
1.1 IntroduzioneL'attuale modellazione statistica dei processi �nanziari (sia che si tratti del processodei prezzi sia dei tassi dei rendimenti) ipotizza spesso che tali processi siano markovianiin tempo continuo, come pure che i loro equivalenti in tempo discreto siano markovianidi ordine 1. Nei paragra� che seguono verranno descritti le motivazioni che hanno sug-gerito questa interpretazione dei mercati �nanziari e alcuni tra i modelli maggiormenteimpiegati nella recente letteratura, con particolare riferimento alle attivit�a derivate.Un'attivit�a �nanziaria derivata o pi�u semplicemente un derivato (come i futures, op-tions, swaps ed altre) �e un titolo il cui valore dipende da quelli di altre variabili pi�uelementari.Nella maggior parte dei casi le variabili sottostanti i derivati sono i prezzi delle altreattivit�a �nanziarie scambiate. Ad esempio un'opzione di acquisto di tipo europeo (calloption) �e un contratto in base al quale un operatore acquista il diritto di comprare aduna certa data (data di esercizio), ad un �ssato prezzo (prezzo d'esercizio), un certotitolo (titolo di riferimento) in possesso di un altro operatore. Tale diritto ha ov-viamente un costo, il prezzo dell'opzione appunto, che sar�a lecito supporre in qualcherelazione con la maturit�a dell'opzione stessa, cio�e il periodo di tempo che intercorredalla data del contratto alla data di esercizio, e dal prezzo del titolo di riferimento. Sealla data di esercizio il prezzo del titolo di riferimento indicato sul mercato �e minoredel prezzo d'esercizio, l'opzione di acquisto non viene esercitata e l'operatore perder�ail prezzo pagato per l'opzione.Dato quindi il prezzo di esercizio, la data di esercizio e i rendimenti associati al titolodi riferimento un rilevante problema pratico �e la valutazione delle attivit�a derivate,cio�e la determinazione del loro prezzo.L'approccio oggi pi�u largamente impiegato ha le sue fondamenta dal lavoro di Black eScholes (1973) i quali hanno avuto il merito di determinare una formula esplicita per iprezzi delle opzioni di tipo europeo, che non dipende dalle ipotesi sulle preferenze deglioperatori e che �e funzione di variabili osservabili e della loro dinamica. Tale approcciosi fonda sulle implicazioni dell'ipotesi di assenza di opportunit�a di arbitraggio nonrischioso nel mercato considerato. Per assenza di opportunit�a di arbitraggio si intende1



l'impossibilit�a di lucrare guadagni positivi con investimenti iniziali nulli o negativi.Nel modello di Black e Scholes questo si traduce nell'ipotesi che un titolo derivato(l'opzione in particolare), o meglio il suo rendimento, deve poter essere duplicato daun portafoglio di titoli esistenti, quindi attraverso opportune strategie di compraven-dita. Il valore di tale portafoglio dar�a il prezzo cercato.Uno dei fattori che pi�u inuenzano i prezzi dei derivati �e la volatilit�a. In modo intui-tivo si pu�o de�nire la volatilit�a di un titolo come la misura dell'incertezza che si hasui movimenti futuri del prezzo dell'attivit�a considerata. In altre parole i prezzi deititoli presentano una variabilit�a, che sotto ipotesi di e�cienza dei mercati �nanziari �eprovocata dall'arrivo casuale di nuove informazioni sul rendimento futuro dei titoli diriferimento.A partire dal lavoro di Black e Scholes sono stati proposti molti modelli per l'inter-pretazione della dinamica dei prezzi delle attivit�a derivate.Nel prossimo paragrafo verranno introdotti i principali concetti utilizzati nei modelliper la valutazione dei titoli derivati che saranno presi in considerazione nel corso diquesto lavoro.1.2 Il tempo continuoUn'attivit�a �nanziaria che non paga dividendi �e caratterizzata dal suo prezzo di mer-cato St al tempo t. Alla data t, il prezzo di mercato futuro St+� (dove � > 0 indicalo scarto, misurato in anni tra il periodo corrente t e la data t + �) �e una variabilealeatoria. Dato l'insieme delle informazioni disponibili al tempo t, si pu�o considerare ladistribuzione dei rendimenti St+�=St nel periodo [t; t+�] condizionale alle informazionidisponibili. La letteratura decompone il rendimento in due parti, una sistematicaespressa dal valore atteso dei rendimenti, ed una che modella le variazioni casuali delprezzo in risposta ad eventi che condizionano il mercato, come l'arrivo di notizie nonattese. La descrizione della dinamica dei rendimenti necessita quindi di uno strumentoche modelli l'interazione tra la componente sistematica del fenomeno e le uttuazionicasuali che le perturbano. Pertanto, indicato con Et il valore atteso condizionale a taliinformazioni si pu�o scrivere: Et(St+�=St) = S�1t EtSt+�Per � tendente a zero si assume che il tasso dei rendimenti istantaneo composto tendaad un valore �nito �(t) e quindi si pu�o scrivere:@@�Et(S� )�����=t = �(t)St:Allo stesso modo viene de�nita la varianza condizionale:V art(St+�=St) = S�2t V art(St+�)e si assume che ��1V art(St+�=St) tenda ad un valore �nito �2(t) per � che va a zero.Da cui: @@� V art(S� )�����=t = �2(t)S2t2



Questi argomenti suggeriscono che la dinamica del prezzo St di un titolo pu�o essererappresentata mediante le Equazioni Di�erenziali Stocastiche (EDS nel seguito) o pro-cessi di Ito del tipo: dSt = �(t)Stdt+ �(t)StdWt (1.1)dove il processo fWt; t > 0g �e un moto Browiano, ed in particolare un processo diMarkov. Il termine �(t)St prende il nome di deriva del processo di di�usione e il ter-mine �(t)St prende il nome di di�usione.Le EDS possono essere considerate come l'estensione ad un contesto aleatorio delleequazioni di�erenziali ordinarie che permettono di analizzare l'evoluzione di una strut-tura (come un mercato �nanziario, appunto) il cui sistema di regole deterministiche(es. le clausole contrattuali) �e perturbato da eventi stocastici di un certo tipo. Pertali Equazioni non sono applicabili le regole del calcolo di�erenziale tradizionale. Inparticolare la formula di derivazione viene sostituita dalla formula di Ito che �e alla basedel Calcolo Di�erenziale Stocastico. Le EDS, le loro soluzioni analitiche e numeriche,i metodi e le problematiche della stima dei loro parametri e gli aspetti inferenzialiverranno dettagliatamente illustrate nei Capitoli seguenti.Con tale formulazione resta de�nita la cosiddetta volatilit�a istantanea data da:�t = � lim�!0 ��1V art(St+�=St)�1=2L'equazione (1.1) con �(t) = � e �2(t) = �2 costanti per ogni t, �e alla base del lavorodi Black e Sholes.In modo equivalente, utilizzando le formule di attualizzazione, si pu�o anche dire che ilprezzo St dopo t periodi �e dato circa da St = S0e�t dove � indica il valore atteso deltasso di rendimento e S0 il prezzo del titolo al tempo t = 0. Tale valore pu�o essereletto come soluzione dell'equazione di�erenziale dS = �Sdt con valore iniziale S0. Main pratica il prezzo ha una dinamica inuenzata da una certa variabilit�a; si pu�o allorafare la ragionevole ipotesi che la volatilit�a sia costante in un breve periodo di tempo�. De�nendo quindi �2 come la varianza delle uttuazioni del prezzo del titolo, �2S2t ��e la varianza del prezzo St durante il periodo �. Questi argomenti suggeriscono che ladinamica di St si possa rappresentare con un'equazione del tipo (1.1).L'uso delle EDS per la modellazione delle dinamiche dei titoli equivale alla teoria dellapasseggiata aleatoria per i prezzi dei titoli stessi, teoria che a�erma la non prevedibilit�adei rendimenti a causa dell'e�cienza informativa dei mercati �nanziari (Fama 1970).Quindi si assume che i rendimenti su periodi consecutivi equispaziati [t+ �; t+ �+ 1],� = 1; 2:: siano indipendenti e identicamente distribuiti. In questa ottica �e ragionevoleassumere che il valore atteso e la varianza del tasso dei rendimenti log(St+�=St) siaproporzionale alla maturit�a del titolo.In letteratura l'espressione del tipo (1.1) �e generalmente utilizzata per la rappresen-tazione della dinamica dei prezzi dei titoli, in questo caso il valore �(t) assume ilsigni�cato di tasso istantaneo degli investimenti non rischiosi. Un'altra speci�cazionedi frequente uso per il termine di deriva �e �(t)St = k(� � St), cio�e una funzione line-are in St. In tal caso se k �e una costante positiva, tutti gli scarti da St rispetto a �diminuiscono in valore assoluto con orizzonte temporale � a velocit�a esponenziale. Per3



questo il processo del tipo: dSt = k(� � St)dt+ �StdWt; (1.2)dove si �e assunto �(t) = � costante per ogni t, prende il nome di processo con forza dirichiamo verso il valore di equilibrio � o mean reverting. Questa speci�cazione vienepreferibilmente impiegata per la rappresentazione della dinamica dei tassi di interesse.Le considerazioni fatte a proposito della volatili�a inducono a considerare dei processidi di�usione con elasticit�a della varianza  � 0 costante:dSt = k(� � St)dt+ �St dWt (1.3)Dire che questa elasticit�a �e positiva implica assumere che la varianza istantanea diSt tende a zero quando St tende a zero; tale propriet�a assicura in particolare che ilprocesso fSt; t > 0g che rappresenta un prezzo o un tasso di interesse assuma semprevalori non negativi. In particolare con  > 1=2 o con  = 1=2 e �2 < 2k� il processofSt; t > 0g non assume mai valore zero.Di particolare interesse �e il processo \radice quadrata":dSt = k(� � St)dt+ �pStdWtche �e stato utilizzato per modellare il tasso di interesse istantaneo da Cox, Ingersoll eRoss (1985).Per quanto riguarda l'informazione al tempo t, la modellistica �nanziaria tende a rias-sumere l'informazione disponibile alla data t nei valori di un certo numero di variabilidette variabili di stato che caratterizzano l'economia descritta da tali modelli. L'ipotesiche viene generalmente assunta �e che le dinamiche di tali variabili seguano a loro voltauna EDS.La volatilit�a svolge un ruolo centrale per la determinazione del prezzo delle attivit�aderivate. Modelli come quello di Black e Scholes sono tra i pi�u impiegati per lo studiodei derivati nonostante le loro assunzioni siano in genere violate, ed in particolare �el'ipotesi che �2 sia una costante �e spesso non veri�cata.Nei paragra� successivi, nell'ambito della modellistica basata sulle EDS, saranno de-scritti il modello di Vasicek (1977) e quello di Cox, Ingersoll e Ross (1985), che sifondano sull'ipotesi di volatilit�a costante, e sar�a illustrato come il loro successo siadovuto alla possibilit�a di determinare delle formule di prezzo dipendenti da sole varia-bili osservabili (il tasso di interesse e la sua dinamica in particolare). Gli autori inoltreso�ermano la loro attenzione sulla struttura per scadenza dei tassi di interesse1.A tali modelli sar�a fatto costante riferimento nella restante parte di questo lavoro.Verranno inoltre brevemente descritti anche i principali modelli che sono stati svilup-pati sotto l'ipotesi di volatilit�a non costante nel tempo e che prendono il nome dimodelli a volatilit�a stocastica.1Con struttura per scadenza o struttura a termine si intende la relazione esistente tra i tassidi rendimento di titoli aventi le medesime caratteristiche quanto a dividendi, cedole pagate(in genere si suppone tale valore nullo), rischiosit�a, e clausole contrattuali, ma con scadenzediverse. La struttura per scadenza contiene tutti i fattori di attualizzazione dei rendimentifuturi ed �e quindi indispensabile per analizzare tutte le operazioni economiche proiettate nelfuturo. 4



1.3 Il modello di VasicekIl contesto generale in cui si colloca tale modello �e quello della determinazione delprezzo di un titolo derivato sotto ipotesi di assenza di opportunit�a arbitraggio. Taliprezzi alla data t sono realizzazioni di processi stocastici e dipendono quindi dal veri-�carsi di un evento aleatorio. Tale evento �e il realizzarsi di un processo che descrivela variabile di stato considerata la cui dinamica segue una EDS. Le regole contrattualidel mercato dipendono dalla sola data corrente t e dalla variabile di stato. Formulatain questo contesto, l'ipotesi di assenza di opportunit�a di arbitraggio implica che tuttii portafogli non rischiosi che si possono costruire in questo mercato abbiano un rendi-mento istantaneo uguale al tasso di interesse delle attivit�a non rischiose, cio�e dei titolia rendimento �sso.In questo modello l'unica variabile di stato �e il tasso di interesse istantaneo rt la cuidinamica �e descritta dalla EDS:drt = k(� � rt)dt+ �dWt (1.4)Il tasso di interesse istantaneo �e non rischioso perch�e �e il tasso di rendimento di untitolo che vale una lira tra un istante (cio�e alla scadenza del titolo) e quindi perl'assenza di rischio di insolvenza dell'emittente non �e soggetto a incertezza nel prezzonel prossimo istante. Ci�o non impedisce che rt vari nel tempo in modo aleatorio, cio�eche sia un processo stocastico.Si consideri ora il problema della determinazione del prezzo di un titolo a rendimento�sso senza cedole, che paga una lira alla data di scadenza T (ad esempio un'ob-bligazione), e si indichi con P (r; t; T ) tale prezzo all'istante t, quando il tasso assumeil valore r. Seguendo Vasicek (1977), in tale contesto si pu�o dimostrare che esisteuna funzione � dipendente da t e da r tale per cui il prezzo P (r; t; T ) �e soluzionedell'equazione: 12�2Prr + k(� � r)Pr + Pt � �rPr � rP = 0con condizione al contorno P (r; t; T ) = 1 dove T indica la data di scadenza del titolo,Pr la derivata prima del prezzo rispetto ad r, Prr la derivata seconda, Pt la derivataprima di P rispetto a t.La funzione � assume il signi�cato di premio di rischio2 ed �e legata all'incertezza2Nella letteratura dell'analisi dei mercati �nanziari il premio di rischio costituisce una delledeterminati del rendimento atteso da un'attivit�a �nanziaria. Gli investitori avversi al rischio,a parit�a di rendimenti, si orientano verso investimenti che presentano un rischio pi�u basso.Di conseguenza l'investitore sar�a disposto a sopportare un rischio elevato per un investimentosoltanto se tale rischio �e accompagnato da un compenso, un premio, in termini di maggiorrendimento atteso. Nel premio di rischio si distingue una componente detta non sistematica euna detta sistematica o di mercato. La prima componente �e legata al rischio di insolvenza dichi emette i titoli in cui si investe. La seconda componente dipende dalle uttuazione dei valoridei titoli ed �e legata al ciclo degli a�ari e quindi alle condizioni del mercato. Mentre la primacomponente del rischio pu�o essere eliminata attraverso opportune strategie di diversi�cazionedel portafoglio, la seconda �e intrinseca nel mercato. Per ulteriori approfondimenti si rimandaa Blake (1990, Cap.2) 5



sulla variabile di stato r; in particolare indica che il valore atteso dei rendimenti cheeccedono il tasso delle attivit�a non rischiose �e proporzionale alla sua sensibilit�a alrischio legato ad r. In questo contesto esiste una legge di probabilit�a detta correttaper il rischio, tale che: P (r; t; T ) = Et "exp � Z Tt r(s) ds!#dove Et indica il valore atteso condizionato all'insieme di informazioni disponibilial tempo t, ed esprime, sotto ipotesi di assenza di arbitraggio, una formula di at-tualizzazione estesa al tempo continuo. Tale espressione �e nota in letteratura comeEquazione di Valutazione. Il prezzo del titolo risulta uguale al valore atteso dellasomma attualizzata dei pagamenti promessi dal titolo (cedole, dividendi o il rimborso�nale). Supponendo inoltre che il premio di rischio � sia una costante, (assunzioneper la verit�a di�cile da giusti�care) si pu�o scrivere che:P (r; t; T ) = exp "�(T � t)R1 + at(R1 � r) + �24ka2t# (1.5)dove at = 1� e�k(T�t)k e R1 = � � �k � �22k2Questa formula dipende solo da (T � t), cio�e dalla maturit�a del titolo non rischiosoe questo �e dovuto al fatto che sotto la probabilit�a corretta per il rischio il processosoluzione frtg �e stazionario. Per un titolo non rischioso come quello considerato �noa questo momento, che paga una lira alla scadenza, si ha cheP (r; t; T ) = exp(�(T � t)R(r; t; T ))dove R(r; t; T ) �e il rendimento riferito alla maturit�a. Leggendo questa formula infunzione della maturit�a si ottiene la struttura per termine alla data t quando il tassoistantaneo �e r.Quindi: R(r; t; T ) = R1 � atT � t(R1 � r)� �2a2t4k(T � t)indica la struttura per scadenza cercata.Il termine R1 indica il tasso di lungo periodo sul mercato obbligazionario, infattiposto T � t = � si ha che lim�!1R(r; t; T ) = R1;da cui il simbolismo adottato, e R1 � r, detto spread, indica lo scarto tra il tassoistantaneo e quello di lungo periodo.Jamshidian (1989) ha derivato sotto le ipotesi del modello di Vasicek la formula perla determinazione del prezzo di un'opzione di vendita su un titolo a rendimento �ssosenza cedole. Sia, quindi, C(r; t; T ; s;K) il prezzo dell'opzione, K il prezzo di esercizio,T la data di esercizio dell'opzione, s la maturit�a del titolo a rendimento �sso, r il tasso6



di interesse e P (r; t; s) il prezzo del titolo a rendimento �sso derivato dalle formuleprecedentemente descritte. Il prezzo deve rispettare la condizione �nale:C(r; t; T ; s;K) = max[P (r; T; s)�K; 0]sotto vincolo t � T � s altrimenti l'opzione non verr�a mai esercitata.La formula del prezzo a cui si perviene �e:C(r; t; T ; s;K) = P (r; t; s)N(h)�KP (r; t; T )N(h�  ) (1.6)dove h = ln[P (r; t; s)=P (r; t; T )K]= psi+  =2 = �(rs)(1� e�k(s�T ))=k�2(rs) = �2(1� e�2k(s�t))=2ke N(:) indica il valore della funzione di ripartizione di una variabile aleatoria normalestandard.1.4 Il modello di Cox, Ingersoll e RossNel modello di Black e Scholes i prezzi delle attivit�a derivate, ricavati sotto l'ipotesidi non arbitraggio, sono dipendenti da quelli di altre attivit�a; in particolare il prezzodel titolo su cui si basa l'opzione e il tasso di interesse del mercato risultano esogenirispetto al prezzo dell'opzione. Il modo pi�u rigoroso per rendere endogeni i prezzidi tutte le attivit�a �nanziarie �e quello di costruire un modello di equilibrio generale,intertemporale e stocastico per un'economia di produzione e scambio, con operatorimassimizzanti, avversi al rischio e dotati di aspettative razionali che interagiscono inmercati competitivi dove le opportunit�a di investimento variano in modo aleatorio.Il modello di Cox, Ingersoll e Ross (1985) �e un importante esempio di questo approccio.Tale modello assume che un'equazione del tipo (1.1) deve essere soddisfatta da tuttii prezzi delle attivit�a �nanziarie e pu�o essere utilizzata per trovare i loro valori diequilibrio.Gli autori in particolare analizzano il problema della struttura per scadenza dei tassidi interesse.Il modello di Cox, Ingersoll e Ross (CIR nel seguito) assume che la sola variabile distato che inuenza l'economia sia le variazioni nelle opportunit�a di produzione e chela sua dinamica sia modellata da una EDS del tipo \Radice Quadrata". Gli autoriassumono anche che la dinamica del tasso di interesse di equilibrio possa essere espressada: drt = k(� � rt)dt+ �prtdWt: (1.7)Si consideri il problema della valutazione di un titolo a rendimento �sso senza cedole,che paga una lira alla scadenza. Gli autori determinano che il prezzo di questo titolodipende completamente dalla struttura per scadenza ed indicano in quale modo vada
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determinato il premio di rischio �. L'equazione fondamentale per il prezzo di un titoloa rendimento �sso P (r; t; T ) �e:12�2rPrr + k(� � r)Pr + Pt � �rPr � rP = 0con condizione al contorno P (r; T; T ) = 1, dove T indica la data di scadenza del titolo,Pr la derivata prima del prezzo rispetto ad r, Prr la derivata seconda, Pt la derivataprima di P rispetto a t.Da questo viene dedotto che il tasso di rendimento atteso del titolo �e r+(�rPr=P ). Sinota in particolare che l'equazione del prezzo dipende solo da una variabile aleatoriache �e il tasso di interesse istantaneo. Pertanto il prezzo del titolo considerato �e datoda: P (r; t; T ) = F (t; T )e�G(t;T )r (1.8)dove F (t; T ) = h 2�e[(k+�+�)(T�t)]=2(�+k+�)(e�(T�t)�1)+2�i2k�=�2G(t; T ) = 2(e�(T�t)�1)(�+k+�)(e�(T�t)�1)+2�� = ((k + �)2 + 2�2)1=2Il prezzo cos�� determinato �e funzione decrescente convessa del tasso di interesse ecrescente del tempo (della maturit�a). I parametri del processo del tasso di interessehanno i seguenti e�etti: il prezzo �e funzione decrescente del livello medio del tassodi interesse � e crescente concava (decrescente convessa) rispetto a k se il tasso diinteresse �e pi�u grande (piccolo) di �. Inoltre il prezzo �e una funzione crescente concavadel parametro di rischio �; questo perch�e alti valori di � indicano una alta covarianzatra il tasso di interesse e la ricchezza investita. Il prezzo del titolo �e funzione crescentee concava di �2. Alti valori di �2 indicano maggiore incertezza sulle opportunit�a futuredi ottenere rendimenti positivi.La dinamica del prezzo del titolo non rischioso considerato �e data dalla EDS:dP = r(1� �G(t; T ))Pdt�G(t; T )P�prdWche nel contesto della sola variabile di stato considerata esprime la correlazione nega-tiva tra i rendimenti sul titolo e le variazioni del tasso di interesse.I titoli sono in genere quotati sui mercati in termini di rendimenti piuttosto che diprezzi. Allora per un titolo non rischioso come quello considerato �no a questo mo-mento, che paga una lira alla scadenza, si ha che P (r; t; T ) = exp(�(T � t)R(r; t; T ))dove R(r; t; T ) �e il rendimento alla maturit�a, quindi:R(r; t; T ) = (rG(t; T )� logF (t; T ))=(T � t)che rappresenta quindi la struttura per scadenza.All'avvicinarsi della scadenza, R(r; t; T ) tende ad r indipendentemente dal valore deiparametri e per T che tende all'in�nito si ha il valore limite R(r; t;1) = 2k��+k+� .8



Gli autori presentano anche una formula per la determinazione del prezzo di un titoloi cui rendimenti dipendono dal tasso di interesse, come un'opzione sul titolo a rendi-mento �sso, e quindi per la previsione della dinamica di tale prezzo. Si consideriquindi un'opzione di vendita sul titolo a rendimento �sso, e siano C(r; t; T ; s;K) ilprezzo dell'opzione, K il prezzo di esercizio, T la data di esercizio, s la maturit�a deltitolo a rendimento �sso, e r il tasso di interesse. Il prezzo deve rispettare la condizione�nale: C(r; t; T ; s;K) = max[P (r; T; s)�K; 0]sotto i vincoli: t � T � s e K � F (T; s) altrimenti l'opzione non verrebbe maiesercitata.La formula per la valutazione del prezzo a cui si perviene �e:C(r; t; T ; s;K) = P (r; t; s)�2 �2r?[�+  +G(T; s)]; 4k��2 ; 2�2re(T�t)�+ +G(T;s)��KP (r; t; T )�2 �2r?[�+  ]; 4k��2 ; 2�2re(T�t)�+ � ; (1.9)dove  = ((k + �)2 + 2�2)1=2� = 2�2(e(T�t) � 1) = (k + �+ )=�2r? = �log�F (T; s)K �� =G(T; s)e �2(:; :; :; ) �e la legge di probabilit�a �2 non centrata e r? �e il valore critico del tasso diinteresse che veri�ca K = P (r?; T; s).Il prezzo dell'opzione risulta funzione crescente della maturit�a quando si considera�ssata la data di scadenza del titolo sottostante, ed �e funzione crescente del tasso diinteresse.1.5 La volatilit�a stocasticaCome abbiamo accennato nel paragrafo 1.2, l'ipotesi di volatilit�a costante �e spessoirrealistica; di conseguenza, se la varianza condizionale dei prezzi dei titoli varia neltempo, le ipotesi alla base della formula di Black e Scholes e degli altri modelli il-lustrati cadono. Per l'estensione al caso della volatilit�a non costante, sono state quindiproposte in letteratura speci�cazioni alternative di modelli che in questo paragrafosaranno presentati brevemente, rimandando il lettore interessato al lavoro di Ghysels,Harvey e Renault (1995).Un modo spesso impiegato per ottenere qualche stima della volatilit�a �e quello del-l'inversione della formula del prezzo. Come brevemente descritto le formule per lavalutazione dei prezzi dei derivati sono ricavate sotto ipotesi di assenza di opportunit�a9



di arbitraggio. In particolare se questa condizione �e veri�cata il prezzo delle opzioninon dipende dalle preferenze degli operatori ed esiste la probabilit�a corretta per ilrischio con la quale �e conveniente ricavare la formula del prezzo dei titoli derivati. Sipu�o assumere che tale legge di probabilit�a appartenga ad una famiglia parametricafg!; ! 2 
g; allora, indicato con Ct = Stf [�S ; xt; !0] il prezzo dei titoli considerati,ad esempio di un'opzione, dove !0 �e il valore vero dei parametri, e supposto che lafunzione f sia biunivoca per ogni coppia (xt; !0), invertendo la formula del prezzo siha la volatilit�a implicita istantanea:�imp(!) = f�1[St; Ct; xt; !]:Tale de�nizione della volatilit�a implicita risulta utile nella misura in cui si riescono adottenere stime su�cientemente accurate di !0. Nel caso delle opzioni si ricorre spessoalla volatilit�a implicita che si ottiene invertendo la formula per le opzioni di Black eScholes, assegnando a Ct il valore osservato del prezzo dell'opzione.Alcune regolarit�a empiriche sui derivati e sulla volatilit�a implicita forniscono indi-cazioni utili per la speci�cazione di modelli a volatilit�a non costante. Tra queste sonodi particolare interesse:a) la forte leptocurtosi e asimmetria della distribuzione dei rendimenti dei titoli;b) il leverage e�ects che indica la tendenza per le variazioni dei prezzi dei titoli adessere negativamente correlate con le variazioni della volatilit�a nei titoli;c) la persistenza della volatilit�a; specialmente i dati ad alta frequenza presentano evi-denze di radici unitarie;d) gli e�etti di calendario che evidenziano come informazioni che giungono agli ope-ratori durante la chiusura dei mercati si riettono sui prezzi dei titoli alla riaperturadei mercati. Nei giorni che seguono i �ne settimana e le feste la volatilit�a �e pi�u altache negli altri giorni, ma non tanto quanto ci si aspetterebbe se il tasso di arrivo delleinformazioni fosse costante;e) l'e�etto smile. Se il mercato seguisse le condizioni di Black e Scholes, allora levolatilit�a implicite corrispondenti alle opzioni che si riferiscono allo stesso titolo dovreb-bero coincidere con il parametro � della EDS che descrive la dinamica del titolo diriferimento, cosa che non �e in generale veri�cata. La volatilit�a implicita di Black eScholes dipende dal tempo t, dalla maturit�a T�t, dal rapporto xt = logSt=KP (t; T�t),dove P (t; T � t) indica il prezzo del titolo non rischioso di riferimento. Se la volatilit�aimplicita viene impiegata per il calcolo del prezzo dei titoli derivati, questa produceuna distorsione nel prezzo detta e�etto smile dal comportamento a U presentato dallavolatilit�a implicita al variare del prezzo di esercizio K. Il raggio di curvatura aumentaquando diminuisce la maturit�a, e inoltre la volatilit�a implicita non si comporta inmaniera simmetrica a seconda che Ct sia minore o maggiore di K. Appare quindinaturale sviluppare modelli nei quali la volatilit�a possa essere stocastica.Il modello di Hull e White (1987) a�ronta questo problema. In particolare viene as-sunto che la volatilit�a stessa sia una variabile di stato, e che il prezzo St del titolo e lavolatilit�a �t siano dei processi di di�usione con innovazioni correlate. Il modello pu�o
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essere scritto come: 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:
dSt = �tStdt+ �tStdWS t�2t = f(Yt)dYt = tdt+ �tdW�tCov(WS ;W�) = �tdt (1.10)

dove W = (WS ;W�) �e un moto browniano bivariato, f : IR ! IR+ �e una funzionenota, e � �e il coe�ciente di correlazione istantaneo tra il processo di prezzo St e ilprocesso di volatilit�a �t. Stime empiriche hanno mostrato che in generale l'ipotesidi correlazione non nulla non pu�o essere ri�utata. In questo modello restano de�nitidue premi di rischio relativi all'incertezza legata al processo del prezzo e a quello divolatilit�a.Il contesto generale �e ancora quello di un mercato dove vale l'ipotesi di assenza diopportunit�a di arbitraggio; esiste quindi la legge di probabilit�a neutrale al rischio as-sociata al premio di rischio della volatili�a sotto la quale viene ricavata la formula delprezzo. Nel caso in cui �t = 0 e con premio di rischio per la volatilit�a non dipendentedal prezzo S, gli autori hanno determinato una formula per la valutazione del prezzodi un'opzione di tipo europeo che generalizza quella di Black e Scholes.Un aspetto importante di tale modello �e che volatilit�a �e una variabile latente, si ponequindi il problema della relazione tra �t non osservabile e i parametri ignoti del mo-dello. Inoltre si presentano diversi problemi inferenziali e computazionali originatidalla speci�cazione in tempo continuo e dalla presenza della variabile latente �t: adesempio non �e applicabile il metodo della Massima Verosimiglianza per la stima deiparametri del modello. Una discussione di questi aspetti si trova in Pastorello, Renaulte Touzi (1994).Un approccio assai di�uso in letteratura per a�rontare il problema della volatilit�a noncostante �e quello di considerare i modelli a varianza condizionale eteroschedastica,ponendo quindi l'accento sullo studio delle serie storiche �nanziarie attraverso la mo-dellistica ARCH.1.5.1 Le serie storiche �nanziarie e la modellistica ARCHGli ARCH (Autoregressive Conditional Heteroskedasticity, Engle 1982), i GARCH(Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity, Bollerslev 1986), gli ARCHesponenziali (EGARCH, Nelson 1991), gli ARV (Autoregressive Random Variance,Taylor 1986), sono spesso impiegati per gli studi sulle serie storiche �nanziarie. Un'am-pia rassegna di tali studi �e presente in Bollerslev, Engle e Nelson (1994).Il processo ARCH propone una distinzione tra momento secondo condizionato e noncondizionato analoga a quella dei modelli ARMA per la media. La formulazione origi-naria di un modello di regressione con errori ARCH(p) nell'ipotesi di distribuzionegaussiana �e del tipo:
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yt = x0t� + �t(�tjIt) � N(0; ht)ht = �0 +Ppj=1 �j�2t�j ;dove xt �e un vettore di variabili esogene o endogene ritardate, � �e il vettore dei coe�-cienti di regressione e It �e l'informazione disponibile. Le condizioni di non negativit�asui parametri per la varianza sono �i > 0; i = 0; 1:::p. Il processo lineare ARCH �estazionario in covarianza se e solo se tutte le radici dell'equazione caratteristica ad essoassociata risultano esterne al cerchio unitario; inoltre presenta disturbi incorrelati manon indipendenti poich�e �e presente autocorrelazione tra i quadrati delle innovazioni,e il processo non condizionato �e leptocurtico anche se la distribuzione �e gaussiana.Tali propriet�a hanno reso popolare questa classe di modelli per l'analisi delle seriestoriche �nanziarie caratterizzate da non indipendenza, leptocurtosi e volatilit�a noncostante nel tempo. Nell'uso di tali modelli �e opportuna l'imposizione di restrizioniparametriche sulla funzione di varianza per garantire l'accettabilit�a economica dellestime ottenute.Una naturale estensione del processo ARCH lineare �e ottenibile speci�cando una fun-zione della varianza condizionata che segue un processo ARMA. Il modello GARCHo�re una struttura pi�u essibile dell'equazione di varianza condizionale che evita unaformulazione complessa della struttura dei ritardi e conserva le caratteristiche del pro-cesso ARCH utili nelle applicazioni. La formulazione di un modello di regressione conerrori GARCH (p,q) nell'ipotesi di distribuzione gaussiana �e del tipo:yt = x0t + �t(�tjIt) � N(0; ht)ht = �0 +Ppj=1 �j�2t�j +Pqj=1 �jht�j ;dove xt �e un vettore di variabili esogene o endogene ritardate e  �e il vettore deiparametri incogniti. Le condizioni di non negativit�a sui parametri per la varianzasono �i � 0; i = 0; 1:::p; �i � 0; i = 1; 2::::q. Un processo GARCH risulta stazionarioin senso debole con var = �0(1�P�j �P �j)�1 e cov(�t; �s) = 0, per tutti i t 6= s ese e solo se Ppj=1 �j +Pqj=1 �j < 1: Il modello GARCH permette una speci�cazionepi�u parsimoniosa, nel senso che un GARCH di ordine basso, esempio un GARCH(1,1),ha propriet�a simili a quelle ad un ARCH di ordine pi�u elevato. Inoltre individua unamaggiore persistenza della volatilit�a.Day e Lewis (1992) hanno veri�cato che un modello GARCH(1,1) stimato per la vari-anza condizionale dell'indice dei rendimenti dei titoli di riferimento di alcune opzioniconsiderate nella loro analisi fornisce informazioni statisticamente signi�cative in ag-giunta alla volatilit�a implicita ricavata dall'inversione della formula di Black e Scholes.Attraverso questo tipo di approccio si possono ben cogliere alcune delle regolarit�aempiriche sopra ricordate come la curtosi delle serie osservate, e la persistenza dellavolatilit�a. Bisogna tener presente comunque che mentre tali modelli colgono bene la12



dipendenza temporale dei momenti secondi condizionati, essi devono essere interpre-tati con attenzione nelle loro implicazioni economiche.Un modello a volatilit�a stocastica ARV pu�o essere scritto come:yt = �t�t t = 1; 2; :::T (1.11)dove yt = log(St=St�1)� � indica il processo dei rendimenti, log�2t segue un processoAR(1) e gli �t vengono assunti indipendenti ed identicamente distribuiti di varianzaignota. Questo modello, introdotto da Taylor (1986), presenta alcune di�colt�a infase di stima della varianza dei rendimenti, che per�o possono essere superate tramitel'utilizzo di una modellistica ARCH, ma coglie molto bene il comportamento nonsimmetrico che spesso si riscontra nei prezzi dei titoli. La varianza della (1.11) pu�oassumere quindi una formulazione GARCH(1,1) del tipo:�2t =  + �y2t + ��t�1 t = 1; :::TLa motivazione dell'uso di tale modellistica discende dalle sue prestazioni in fase diprevisione. Le diverse applicazioni presenti in letteratura evidenziano che la curtosidelle serie storiche studiate �e colta in maniera pi�u accurata da modelli GARCH conerrori non gaussiani, ma non cattura l'asimmetria delle distribuzioni dei rendimentinella stessa misura del modello ARV. Per risolvere questo problema Nelson (1991)propone di utilizzare i modelli EGARCH dove log�2t �e supposta essere una funzionedelle osservazioni passate in modulo e al quadrato.1.5.2 I modelli ARCH e le EDSUn importante risultato, dovuto a Nelson (1990), lega la modellistica ARCH alle EDS:gli ARCH infatti costituiscono un'approssimazione dei processi di di�usione.Si consideri dunque un sistema economico, ad esempio i mercati �nanziari precedente-mente descritti, caratterizzato da EDS del tipo (1.1), dove le variabili di stato e il ter-mine di di�usione non siano osservabili. �E possibile formulare un processo generatoredei dati di tipo ARCH che sia simile al vero processo, nel senso che la distribuzionedelle traiettorie generate dall'ARCH e quelle del processo di di�usione tendono ad\avvicinarsi" all'aumentare del grado di approssimazione.In maniera pi�u rigorosa: si consideri il modello (1.10) di Hull e White scritto nellaforma: 8>>>>>><>>>>>>:
d log (St) = ��t � �2t2 � dt+ �tdWS td log (�2t ) = �( � log (�2t ))dt+ �dW�tCov(WS ;W�) = �dt (1.12)

Approssimando tale modello alle di�erenze �nite attraverso il metodo di Eulero, cheverr�a descritto nel paragrafo 2.3, e posto st = log (St), Melino e Turnbull (1990) ot-tengono: 13



8>><>>: st+h = st + ��� �2t2 � h+ph�t�1;t+hlog (�2t+h) = log (�2t ) + h�[ � log (�2t )] + �ph�2;t+hdove t = h; 2h; 3h::: e (�1;t; �2;t) �e una normale bivariata con vettore delle medie nulloe matrice di covarianze: V ar(�1; �2) = " 1 �� 1 # :Nelson fornisce un insieme di condizioni su�cienti per cui il sistema appena descrittoconverga al (1.12) per h che tende a zero. Bisogna notare per�o che tale approssimazionenon �e un ARCH; in particolare per � 6= 1 �2t non �e semplicemente una funzione dei datiosservati in tempo discreto. Per ottenere un'approssimazione di tipo ARCH, Nelsonsuggerisce di sostituire l'approssimazione del processo per il termine di di�usione con:log (�2t+h) = log (�2t ) + h�[ � log (�2t )] +phg(�1;t+h);dove g �e una funzione misurabile con E[jg(�1;t+h)j2+�] <1, per qualche � > 0 eV ar(�1;t; g(�1;t)) = " 1 ���� �2 # :Una proposta per la funzione g �e:g(�1;t) = ���1;t + � 1� �21� 2=�!1=2 "j�1;tj � � 2��1=2# :Attraverso questa scelta di g si perviene in particolare ad un modello EGARCH.L'approssimazione con la modellistica ARCH permette di ottenere una formulazionedel modello di pi�u facile trattazione computazionale e la possibilit�a di impiegare lestime di Massima Verosimiglianza.
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Capitolo 2Metodi di Stima per i parametri di EquazioniDi�erenziali Stocastiche
2.1 IntroduzioneLa stima da dati discreti dei modelli di Markov in tempo continuo �e oggetto di unavasta letteratura. Fin dagli inizi si �e visto che i metodi di stima basati sui metodi diMassima Verosimiglianza di EDS non lineari, come quella del modello CIR, possonoessere di�cili da utilizzare a causa del costo computazionale implicato dalla neces-sit�a di risolvere l'equazione di Fokker e Plank per la determinazione della funzione diVerosimiglianza (Lo 1988).La ricerca si �e quindi orientata verso lo studio di metodi alternativi che si possonoraggruppare in due approcci: quelli di Pseudo Massima Verosimiglianza (PML nelseguito) e quelli \Simulation Based". L'approccio di PML nasce dall'impossibilit�adi determinare la soluzione analitica per molte EDS ed impiega per lo pi�u approssi-mazioni di tali soluzioni o trasformazioni delle EDS in equazioni alle di�erenze �nite. Imetodi \Simulation Based" sono di recente sviluppo e si possono in genere ricondurreal metodo dei Momenti. L'idea �e quella di poter determinare le stime dei parametri diun modello di di�cile valutazione attraverso la simulazione di modelli approssimati.Tra questi metodi ricordiamo quello dei Momenti Simulati e l'Inferenza Indiretta.In questo capitolo, dopo aver descritto la teoria delle soluzioni analitiche delle EDS,saranno illustrati alcuni dei principali metodi di stima di PML e il metodo dell'In-ferenza Indiretta. Verranno anche presentati i principali metodi di discretizzazionecome mezzo per ottenere modelli approssimati di facile valutazione. Sar�a fatto parti-colare riferimento alle EDS utilizzate nei modelli �nanziari come quello di Vasicek eil modello CIR illustrati nel capitolo precedente. Mostreremo in�ne alcuni risultati disimulazioni Monte Carlo per i metodi illustrati, presentate da Bianchi et al. (1995).2.2 Soluzione di una Equazione Di�erenziale StocasticaIn questo paragrafo e nel successivo saranno brevemente illustrate le soluzioni analitichee numeriche di una EDS seguendo i testi di Arnold (1975) e Kloeden e Platen (1982)ai quali rimandiamo il lettore per una trattazione pi�u completa.15



Si consideri uno spazio di probabilit�a (
;F ;P) su cui �e de�nito un processo di MotoBrowniano fWt; t � 0g. Si indichi con (Ft) la famiglia delle pi�u piccole �-algebre cherende Wt misurabile, tali che (Ft) 2 F .De�nizione. Un processo stocastico fXt; t 2 [t0; T ]g, de�nito su (
;F ;P), �e dettosoluzione nell'intervallo [t0; T ] della EDS:dXt = �(Xt; �)dt+ �(Xt; �)dWt (2.1)con valore iniziale Xt0 = c, costante o variabile aleatoria di assegnata legge di proba-bilit�a, se gode delle seguenti propriet�a:1. Xt0 �e Ft0 misurabile.2. Le funzioni �(Xt; �) e �(Xt; �), dette coe�cienti della EDS, sono Ft misurabili8t 2 [t0; T ] e la funzione �(Xt; �) ammette integrale �nito secondo Lebesgue in[t0; T ].3. Xt = Z Tt0 �(Xs; �) ds+ I Tt0 �(Xs; �) dWtdove H indica l'integrale stocastico1 secondo Ito. 2L'esistenza e l'unicit�a della soluzione fXtg �e garantita dal seguenteTeorema 2.2.1 La EDS (2.1) ammette fXtg come soluzione che soddisfa la con-dizione iniziale X0 = c e tale soluzione �e unica se1. 8t 2 [t0; T ]; j �(x)� �(y) j + j �(x)� �(y) j� K j x� y j2. 8t 2 [t0; T ]; j �(x) j2 + j �(x) j2 � K2(1 + j x j2): 21Per una breve introduzione all'integrale stocastico secondo Ito si veda l'Appendice A
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Quasi tutte le traiettorie del processo fXtg sono funzioni continue in [t0; T ] ed fXtgammette momenti �niti di ordine p se e solo se Ej Xt0 jp <1.Si consideri la seguente EDS lineare generaledXt = (A(t)Xt + a(t))dt+ (B(t)Xt + b(t))dWt (2.2)dove i coe�cienti A,a,B,b sono misurabili e limitati in [t0; T ].Tale EDS viene detta autonoma se i coe�cienti A,a,B,b non dipendono da t.L'equazione (2.2) ha per soluzione:Xt = �t �c+ Z tt0 ��1s (a(s)�B(s)b(s)) ds+ Z tt0 ��1t b(s) dWs� (2.3)dove �t = exp�Z tt0 �A(s)� 12B(s)2 � ds+ Z tt0 B(s) dWs��e la soluzione dell'equazione omogenead�t = A(t)�tdt+ B(t)�tdWt con �t0 = 1Nel caso B(t) = 0 la soluzione (2.3) �e un processo gaussiano se e solo se il valoreiniziale �e una costante o una variabile aleatoria gaussiana.si pu�o enunciare inoltre il seguente teorema:Teorema 2.2.2 Se la EDS (2.1) ammette il processo fXtg come soluzione, allorafXtg �e un processo di Markov nell'intervallo [t0; T ] il cui valore iniziale in t0 ha lalegge di probabilit�a di c. 2La probabilit�a di transizione �e indicata da P (Xt 2 B j Xs = s) per ogni B borelianosu IR. Quindi la EDS (2.2) ha come soluzione, condizionatamente a Xs = x:Xt(s; x) = �(t; s)�x+ Z ts �(u; r)�1 (a(r)�B(r)b(r)) dr+ Z ts �(u; r)�1b(r) dWs� (2.4)dove �(t; s) = exp�Z ts �A(r)� 12B(r)2 � dr + Z ts B(r) dWs�Per alcune EDS lineari la soluzione (2.4) pu�o essere scritta esplicitamente. Questo �eil caso dell'equazione di Ornstein-Uhlenbeck che �e alla base del modello di Vasicek edell'equazione \radice quadrata" del modello CIR.Infatti nel caso dell'equazione di Ornstein-Uhlenbeck:dXt = k(� �Xt)dt+ �dWt
17



si ha che la legge di probabilit�a di fXtg condizionatamente al valore Xs, con s < t, �euna legge normale del tipo:Xt j Xs � N  �(1� e�k(t�s)) +Xse�k(t�s); �22k (1� e�2k(t�s))! (2.5)e legge di probabilit�a marginale fXtg tende ad una normale di media � e varianza �22kper t che tende all'in�nito (da cui il nome di \media di lungo periodo" per il parametro�).Nel caso della EDS del modello CIRdXt = k(� �Xt)dt+ �pXtdWtla legge di probabilit�a di fXtg condizionatamente al valore Xs (s < t) �e una legge �2non centrata �2[2cxs; 2q + 2; 2u] di parametri:c = 2k�2(1� exp(�k(t� s))u = cxse(�k(t�s)) (2.6)q = 2k��2 � 1Il valore atteso condizionale �e:E[Xt j Xs] = �(1� e(�k(t�s)) +Xse�k(t�s)la varianza condizionale �e:Var[Xt j Xs] = �2k Xs(e�k(t�s) � e�2k(t�s)) + ��22k (1� e�k(t�s))2e la legge di probabilit�a marginale fXtg tende ad una legge Gamma di media � evarianza �2�2k .2.3 Soluzioni numeriche delle EDS e schemi di discretizzazioneUna delle principali di�colt�a che si incontrano nella risoluzione delle EDS �e legata alcalcolo dell'integrale di Ito che compare nella (2.3) e alla possibilit�a che non si riescaad esprimere la soluzione in forma chiusa. Tali di�colt�a hanno condotto allo sviluppodi metodi per il calcolo numerico di approssimazioni alle soluzioni per assegnati valoriiniziali.Uno dei metodi pi�u ampiamente utilizzati �e quello dell'approssimazione in tempodiscreto, nel quale l'equazione di�erenziale in tempo continuo viene sostituita daun'equazione alle di�erenze �nite. Si generano valori Y1; ::::; Yn::: che approssimanoXt1(t0; x0); :::Xtn(t0; x0)::: per un'assegnata partizione t0 � t1 � :::: � tn = T del-l'intervallo [t0; T ]. Queste approssimazioni risultano essere abbastanza accurate se gli18



incrementi del tempo �n = tn+1 � tn con n=0,1,2.... sono su�cientemente piccoli.La pi�u semplice approssimazione discreta �e lo schema di Eulero Per la EDS (2.1)lo schema ha la forma Yn+1 = �(Yn; �)Yn�n + �(Yn; �)�Wnper n=0,1,...., N-1 con valore iniziale X0 = c e dove �n = �n+1 � �n cont0 = �0 < �1 < ::: < �N = t �e una partizione dell'intervallo [t0; T ] e �Wn =W�n+1 �W�n.La variabile casuale �Wn �e una normale di media zero e varianza �n. Nel caso siconosca la soluzione di una EDS si pu�o valutare un errore di approssimazione usandoil criterio dell'errore assoluto.De�nizione. Sia fXtg la soluzione di una EDS e sia Yt� la sua approssimazione discretadi passo � . Tale approssimazione �e convergente in senso forte a fXtg al tempo t selim�!0E(j Xt � Yt� j) = 0inoltre l'approssimazione discreta Yt �e detta convergente in senso forte di ordine  > 0al tempo t se esiste una costante positiva C, non dipendente da � e un valore �0 taleche �(�) = E(j Xt � Yt� j) � C� 8� 2 (0; �0) 2In particolare l'approssimazione di Eulero risulta convergente in senso forte di ordine = 0:5.Accanto all'approssimazione di Eulero si pu�o considerare l'approssimazione di Mil-stein. In tale schema si sostituisce lo sviluppo di Taylor di primo ordine della funzione�(Xt; �) nella (2.1), e si applica l'approssimazione di Eulero precedentemente illu-strata. Si perviene ad un'espressione del tipo:Yn+1 = Yn + [�(Yn)� 12�(Yn)�0(Yn)]� + �(Yn)�Wn + 12�(Yn)�0(Yn)[�Wn]2dove �0(Yn) indica la derivata prima della della funzione �(Yn) rispetto a Y . Taleschema di approssimazione risulta convergente in senso forte di ordine  = 1.Il processo di discretizzazione deve inoltre garantire la stabilit�a numerica delle soluzioni.De�nizione. L'approssimazione discreta Yt� �e numericamente stabile in senso proba-bilistico per una data EDS se per ogni intervallo �nito [t0; T ], esiste una costantepositiva �0 tale che per ogni � > 0 e 8� 2 (0;�0) si ha che:limjY �0 �~Y �0 j!0 supt0�t�T P (j Y �n� � ~Y �n� j> �) = 0dove ~Y �0 indica l'approssimazione discreta ottenuta a partire dal valore iniziale Y �0 . 2Si pu�o veri�care che il metodo di Eulero �e numericamente stabile.19



2.4 Lo Stimatore di Massima Verosimiglianza in tempo continuoI metodi di Massima Verosimiglianza sono certamente tra i pi�u impiegati dagli statisticiper i problemi di inferenza. Nel caso delle EDS tuttavia l'esplicitazione della funzionedi Verosimiglianza �e spesso tutt'altro che semplice. Per poter risolvere questo proble-ma, gli studi si sono orientati alla ricerca di una formula della Verosimiglianza chenon richieda l'uso degli integrali stocastici. Sono quindi stati proposti per i parametridelle EDS gli stimatori di Massima Verosimiglianza in Tempo Continuo (CTML), chesaranno illustrati brevemente in questo paragrafo, rimandando il lettore interessato altesto di Lipster e Shiryayev (1974).Si consideri un processo di Markov omogeneo fXt; t 2 [0; T ]g soluzione dell'equazionedi�erenziale stocastica (EDS)dXt = �(Xt; �)dt+ �(Xt; �)dWt: (2.7)dove Wt �e un moto Browiano e � rappresenta un vettore di parametri.Seguendo Liptser e Shiryayev(1974, cap.7) le stime di Massima Verosimiglianza inTempo Continuo (CTML) dei parametri � sono ottenute eguagliando a zero il vettoreSt(x; �) = @@� lnLt(x; �) = Z T0 ( @@��(xs; �))�2(xs; �) dxs� Z T0 ( @@��(xs; �))�2(xs; �)�(xs; �) dsdove Lt(x; �) indica il rapporto di verosimiglianza. Dal Teoremi del Limite della teoriadelle martingale segue che le stime di Massima verosimiglianza �̂ sono consistenti easintoticamente normali. La covariazione quadratica di St:IT (x; �) = Z T0 ( @@��(xs; �))�2(xs; �)�(xs; �) ds;sotto condizioni di regolarit�a, pu�o essere considerata come la matrice di informazionedi Fisher.Nel caso particolare del modello CIRdXt = k(� �Xt)dt+ �pXtdWtper il parametri k, � e � si hâk = R T0 dsxs R T0 dxs � T R T0 dxsxsT 2 � R T0 xs ds R T0 dsxs�̂ = T R T0 dxs � R T0 xs ds R T0 dxsxsR T0 dsxs R T0 dxs � T R T0 dxsxs20



� = R T0 [ dxs]2R T0 xs dte matrice di Informazione pari a:It(k; �) = 2664 R T0 (��rs)2�2(xs) ds R T0 k(��rs)2�2(xs) dsR T0 k(��rs)2�2(xs) ds R T0 k2�2(xs) ds
3775Nella pratica, non �e tuttavia possibile registrare un insieme di osservazioni continue,ma solo un insieme di osservazioni discrete ottenibili da una partizione0 = t0 < t1 < ::: < tn = T di [0; T ], dove �n = tn+1 � tn �e indipendente da p etale che limn!1 �n = 0. Si possono quindi sostituire gli integrali continui con sommediscrete. Per questi stimatori sono state dimostrate propriet�a di consistenza e limiti indistribuzione. Per ulteriori approfondimenti si rimanda il lettore ai testi di Le Breton(1976) e Genon-Catalot e Jacob (1993).2.5 La Pseudo Massima VerosimiglianzaUna delle principali ipotesi che garantiscono le propriet�a delle stime di MassimaVerosimiglianza �e che la legge stocastica che regola il manifestarsi del fenomeno inesame sia riconducibile ad una speci�ca famiglia parametrica di distribuzioni di proba-bilit�a; in altre parole che il modello sia correttamente speci�cato. In diverse circostanzenon siamo in grado di a�ermare che questa condizione sia veri�cata, di regola per lamancanza di informazioni su�cienti sul fenomeno in esame. Ma pu�o anche darsi ilcaso che, pur con la certezza che il modello sia stato correttamente speci�cato, latrattazione analitica o numerica della funzione di Verosimiglianza risulti impossibile.In tali casi bisogna limitarsi alla massimizzazione di una funzione di Verosimiglianzaassociata ad una famiglia di leggi di probabilit�a che non contiene necessariamente lavera distribuzione, ma che �e compatibile con le ipotesi sui momenti. Tale metodo distima �e detto di Pseudo Massima Verosimiglianza 2(PML nel seguito).Gourieroux e Monfort (1993) e Gourieroux, Monfort e Trognon (1984) presentano lecondizioni generali sotto le quali il metodo di PML basato sui momenti condizionalifornisce stime consistenti ed asintoticamente normali e dimostrano l'esistenza di unlimite inferiore per la varianza asintotica.Alla luce delle prospettate di�colt�a per la soluzione esplicita della (2.4), il metodo diPML pu�o essere utilmente applicato per la stima dei parametri delle EDS.2In letteratura sono presenti sia la dizione di \Pseudo" che di \Quasi" Verosimiglianza. La\Pseudo" �e presente soprattutto nei lavori sui criteri di informazione e nella scuola francese(Gourieroux, Monfort 1984 cap.8). \Quasi" �e presente soprattutto nella scuola anglosassone enei lavori di White (1994). Il termine \Quasi" �e utilizzato con diverso signi�cato nella scuolafrancese per gli stimatori a due stadi con parametri di disturbo, ai quali faremo riferimentonel corso di questo lavoro. Per evitare confusione ed ambiguit�a ci atterremo alla terminologiain uso nella scuola francese. 21



Si consideri dunque il modello generale (cfr. Cap.1):dXt = k(� �Xt)dt+ �Xt dWt  � 0: (2.8)che, come mostrato �e uno dei pi�u utilizzati per rappresentare la dinamica di un tassodi interesse. In particolare per  = 0 si ha il modello di Vasicek (1975), per  = 1=2si ha il processo \radice quadrata" di Cox-Ingersoll-Ross (1985) e per  = 1 si ha ilmodello di Brennan e Schwartz (1980).Nella pratica si osserva solo una serie temporale Xt1 ; :::Xti; ::::XtT , con ti < ti+1,i=1,2...T, cio�e una realizzazione in tempo discreto del processo fXtg. Dalla pro-priet�a di Markov di fXtg si ricava che la distribuzione di fXti+1g condizionata aXti ;Xti�1 ; :::Xt1 �e pari quella di fXti+1g condizionata Xti . Supponendo che le os-servazioni siano equispaziate ed indicata con �t = ti � ti�1, l'unit�a temporale di os-servazione, l'equazione (2.4) pu�o essere utilizzata per determinare la distribuzione diXti+�t j Xti .In particolare nel caso della (2.8) per  = 0 dalla (2.5) si ottiene una rappresentazioneAR(1) stazionaria e gaussiana del processo dei valori osservati:Xti+�t = �(1� e�k�t) + e�k�tXti + �t (2.9)dove �t �e la legge normale N(0; �22K (1� e�2k�t)), i cui parametri �; �; k sono tutti stret-tamente positivi ed identi�cabili.L'approssimazione discreta della soluzione del processo rappresentata dalla precedenteequazione diviene pi�u accurata al tendere di �t a zero; in questo senso quindi la (2.5)pur essendo l'esatta distribuzione condizionata di Xti+�t j Xti costituisce una Pseudo-Verosimiglianza.Sempre per la (2.8) nel caso di  = 1=2, dalla (2.4) si ha per Xti+�t j Xti una di-stribuzione �2 non centrata con i parametri indicati nelle formule (2.6). Come nelcaso precedente l'approssimazione discreta della legge �2 non centrata conduce ad unafunzione di Pseudo Verosimiglianza nel senso sopra descritto, che risulta poco usatain letteratura per la stima dei parametri. Nel caso di  = 1, invece, la distribuzioneXti+�t j Xti non �e conosciuta, si �e quindi costretti ad utilizzarne una qualche approssi-mazione.Si consideri ora la EDS pi�u generale del tipo:dXt = k(� �Xt)dt+ �g(Xt; )dWt: (2.10)dove  indica eventuali parametri e g �e una funzione nota. Tale espressione racchiudeanche la (2.8) per g(Xt; ) = Xt . La soluzione della (2.10) assume la forma3:Xt+�t = �(1� e�k�t) + e�k�tXt + e�k(t+�t) I t+�tt �g(Xs; )eks dWs (2.11)Nel caso in cui g(Xt; ) sia una funzione lineare in fXtg si pu�o ricondurci alla (2.4).Negli altri casi per la soluzione dell'integrale di ItoI �g(Xs; )exp(k�t) dWs3Per la determinazione dell'espressione seguente si veda l'Appendice B22



si pu�o considerare la seguente approssimazione (supposto �t abbastanza piccolo):e�k(t+�t) � Z t+�tt �g(Xs; )eks dWs �= e�k�t�g(Xt; )[Wt+�t �Wt]:L'integrale ha quindi approssimativamente una legge normale del tipo:N(0; e�2k�t�2g2(Xt; )�t):Con tale approssimazione si pu�o ottenere dalla (2.11) una rappresentazione AR(1)del processo dei valori osservati a cui �e associata una Pseudo Verosimiglianza di tiponormale. Si ha quindi:Xti+�t = �(1� e�k�t) + e�k�tXti + �ti+�t (2.12)dove �ti+�t � N(0; e�2k�t�2g2(Xti ; )�t):In questa impostazione per la stima dei parametri della (2.12) si possono utilizzarevari metodi.Uno stimatore di Pseudo Massima Verosimiglianza (PML) pu�o essere de�nito in modointuitivo come uno stimatore di Massima Verosimiglianza calcolato a partire da unmodello errato; la stima quindi tender�a verso uno \pseudo valore vero" che non ne-cessariamente coincide con il valore vero del parametro oggetto di studio. L'approcciodi PML basato sui momenti condizionati �e diretto alla stima della media condizionale(E[xti+�t j xti ] nel nostro caso) e possibilmente della varianza condizionale.Si indichi allora con m(xti ; �) = E[xti+�t j xti ] la media condizionale dove � �e il vettoredei parametri di interesse e m una funzione nota; in pratica supponiamo che la mediacondizionata sia ben speci�cata.Si indichi inoltre con v(xti ; ) = V ar([xti+�t j xti ]) la varianza condizionata, assuntacorrettamente speci�cata, dove  �e il vettore dei parametri che la caratterizzano. dicui si possa ottenere una stima consistente.Gourieroux e Monfort (1993) e Gourieroux, Monfort e Trognon (1989) mostrano chele stime di PML dei parametri � presenti nel momento primo convergono al valorevero se la Pseudo Verosimiglianza appartiene alla famiglia esponenziale lineare4. Adesempio la variabile aleatoria Normale, con varianza nota, appartiene alla famigliaesponenziale lineare.Qualora il vettore  abbia elementi in comune con � gli Autori mostrano che le stimedi PML dei parametri � e  convergono ai valori veri se la Pseudo Verosimiglianza4Una famiglia di densit�a di probabili�a f(x; �) indicizzata dal parametro �, appartiene allafamiglia esponenziale lineare se pu�o essere scritta nella forma f(x; �) = exp[A(�) + B(x) +C(�)x] dove � �e la media della distribuzione. Per una descrizione della famiglia esponenzialelineare si veda Gourieroux e Monfort (1993)
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appartiene alla famiglia esponenziale quadratica5.Da quanto detto appare chiaro che il modello (2.5) soddisfa le condizioni richiesteper le stime di PML, mentre per la (2.9) siamo in presenza di un modello con etero-schedasticit�a di forma ignota. In questa situazione si pu�o solo a�ermare che condi-zionatamente alla speci�cazione della varianza le stime di PML dei parametri dellamedia sono consistenti.Nel caso in cui nell'espressione della varianza condizionata, ben speci�cata o meno,non compaiono parametri si possono utilizzare anche i Minimi Quadrati per la stimadel momento primo condizionato. Sempre con riferimento al modello (2.12) e postoa = e�k�t e b = �(1� e�k�t), si ha che:(â; b̂) = argmina;b n�1Xi=1 (Xti+�t � a� bXti)2g2(Xti)Gli stimatori â e b̂ cos�� ottenuti sono consistenti e pi�u e�cienti degli stimatori OLSper �t abbastanza piccolo. Pertanto le stime di �; k; � possono essere ricavate da:e�k̂�t = â �̂(1� e�k̂�t) = b̂�̂2 = e2k̂�t(n� 1)�t n�1Xi=0 û2i+1g2(Xti)dove ûi+1 sono i residui di regressione. Le stime presentante sono consistenti per �tche tende a zero con velocit�a 1=n.Qualora dei parametri di interesse siano presenti nell'espressione della varianza (es.nella (2.5) il parametro di regressione k oppure il parametro  nel caso della (2.8)) ilmetodo della PML sarebbe preferibile per l'e�cienza delle stime ottenute.Alternativamente si pu�o ricorrere alle stime dei Minimi Quadrati Ponderati Iterati(Davidson e Mackinnon 1993), detti anche Minimi Quadrati Quasi Generalizzati dallascuola francese (Gourieroux e Monfort 1989 Cap. 8), che risultano asintoticamentee�cienti. Il metodo di stima consiste in una procedura a due stadi: nel primo stadiosi calcolano le stime OLS di a e b e quindi i residui di regressione ûi. Tramite i MinimiQuadrati Non Lineari: ̂ = argmin n�1Xi=1(û2i+1 � g2(xt; ))2:i residui ûi permettono di ottenere stime consistenti dei parametri contenuti nell'e-spressione della varianza.5Una famiglia di densit�a di probabili�a f(x; �; ) indicizzata dai parametri �;  appartienealla famiglia esponenziale quadratica se pu�o essere scritta nella forma f(x; �; ) = exp[A(�; )+B(x) + C(�; )x + D(�; )x2] dove � e  sono rispettivamente la media e la varianza delladistribuzione. Per una descrizione della famiglia esponenziale quadratica si veda Gourierouxe Monfort (1993).
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Nel secondo stadio si utilizza la stima dell'eteroschedasticit�a cos�� ottenuta per il cal-colo delle stime di a e b di seconda approssimazione attraverso i Minimi QuadratiPonderati: (~a;~b) = argmina;b n�1Xi=0 (Xti+�t � a� bXti)2g2(Xti ̂) :Si calcolano nuovamente i residui di regressione ~ut e si imposta nuovamente il calcolodei NLS per la stima dei parametri della varianza di secondo stadio g2(Xt; ~). Le stimedi k; �; � possono quindi essere ottenuti usando le espressioni inverse precedentementeillustrate.Naturalmente anche attraverso l'uso di una delle approssimazioni discrete (es. quelladi Eulero) si perviene ad una PML. Un esempio noto in letteratura �e quello dell'e-quazione di Ornstein-Uhlenbeck. Infatti applicando a tale equazione la discretizzazionedi Eulero si ha un modello AR(1) del tipo:xt � xt��t = k��t� k�txt��t + ��te quindi xt = k��t+ (1� k�t)xt��t + ��t (2.13)con �t � N(0; �t). Appare evidente, confrontando la (2.9) con la (2.13), che la stimadi PML di k ottenuta con questo ultimo modello, in genere con l'impiego delle stimeOLS, �e distorta.2.6 Una stima con il Metodo Generalizzato dei MomentiIllustriamo ora brevemente il metodo di stima proposto da Chan et al. (1992) fondatosul Metodo Generalizzati dei Momenti6 di Hansen (1982) (GMM nel seguito). Sottocondizioni di ergodicit�a del processo soluzione della EDS (2.8) �e possibile costruiredelle condizioni di ortogonalit�a fondate sulla discretizzazione di Eulero nella forma:xt+1 � xt = k� � kxt + �t+1 t = 1; 2:::T (2.14)dove E[�t] = 0 e E[�2t ] = �2x2t . L'approccio proposto dagli Autori consiste nel ricavaredalla (2.14) un insieme di vincoli sui momenti primo e secondo di �t che costruisconoun sistema di equazioni da usare per i GMM.Posto � = (k; �; �; ) il vettore dei parametri di interesse, le restrizioni proposte sono:E(ft(�)) = 0 dove ft(�) = 26664 �t�txt�1�2t � �2x2t�1(�2t � �2x2t�1)xt�1
37775Lo stimatore GMM �e ottenuto come:�̂ = argmin� 1T TXt=1 ft(�)!0Dt 1T TXt=1 ft(�)! (2.15)6Per una descrizione del Metodo Generalizzato dei Momenti si veda l'Appendice C25



dove Dt �e una matrice de�nita positiva. Hansen (1982) ha dimostrato che scegliendocome Dt la matrice di covarianza del vettore ft(�), si ottengono gli stimatori GMMdi � con la pi�u piccola matrice di covarianza asintotica. Una stima consistente dellamatrice di covarianza �e stata proposta da Newey e West (1987).Sotto ipotesi nulla che i vincoli siano validi e che la matrice Dt converga per t chetende all'in�nito alla matrice di covarianza di ft(�)T  1T TXt=1 ft(�)!0Dt 1T TXt=1 ft(�)! � �2(J�K)dove J �e il numero delle restrizioni e K �e il numero dei parametri da stimare. Talestatistica fornisce una misura della bont�a di adattamento del modello.2.7 Gli stimatori di Inferenza IndirettaI modelli econometrici conducono spesso a formulazioni piuttosto complesse delle leggidelle variabili endogene, condizionali alle esogene, che rendono estremamente compli-cato il calcolo delle stime dei parametri oggetto di studio. Sono classici esempi inletteratura i modelli a scelta multipla discreta (Gourieroux e Monfort 1993b), i mo-delli non lineari a parametri aleatori, i modelli ARCH con variabili latenti e i modelli�nanziari in tempo continuo basati sulle EDS.Come illustrato nei paragra� precedenti, per la stima di questi ultimi modelli, peri quali non �e agevole derivare la forma esplicita della funzione di verosimiglianza, �eusuale ricorrere ad una delle approssimazioni descritte, in particolare al metodo di Eu-lero, e quindi applicare il metodo della PML. Questo metodo fornisce stime consistentiper �t che tende a zero quando il numero delle osservazioni cresce. Tale circostanza �echiaramente poco realistica in quanto l'unit�a temporale di osservazione �t �e general-mente considerata �ssata al crescere della lunghezza della serie osservata T. Inoltre unaimportante causa di inconsistenza delle stime dei parametri coinvolti nella varianza �el'errata speci�cazione della forma di eteroschedasticit�a.Nella letteratura recente sono stati proposti due metodi per ottenere stime consistenti.Il primo si basa su condizioni sui momenti soddisfatte dalle osservazioni per poter ap-plicare il Metodo Generalizzato dei Momenti (GMM). Tale approccio �e stato seguitoda Hansen e Scheinkman (1995) quando le condizioni sono derivate dall'operatore in-�nitesimale di una EDS e sar�a di�usamente illustrato nel capitolo successivo.Sempre al Metodo dei Momenti si rifanno quelli che calibrano i parametri del mo-dello con qualche momento marginale primo o secondo. Ad esempio Du�e e Singleton(1990, 1993), suggeriscono di utilizzare il Metodo dei Momenti simulati quando i mo-menti teorici hanno una forma poco trattabile. Altre applicazioni sono state quelle diMcFadden (1989), e di Pakes e Pollard (1989).Il secondo metodo consiste nella possibilit�a di applicare l'usuale approccio basato sul-l'approssimazione discreta del modello e successivamente di correggere la distorsioneasintotica attraverso simulazione, e questo �e il caso dei metodi di Inferenza Indiretta in-trodotti da Smith(1993), Gourieroux, Monfort e Renault (1993) e da Gallant e Tauchen(1994). 26



In modo generale, sia (M) il modello strutturale oggetto di studio, de�nito da:yt = f(yt�1; xt; ut; �)dove f �e una funzione nota, xt �e il vettore delle variabili esogene, ut �e un disturbocon distribuzione di probabilit�a nota, � �e il vettore dei parametri che caratterizzano ilmodello. Si supponga che (M) sia caratterizzato da una funzione di VerosimiglianzaL(yt; �) di di�cile trattazione, e si consideri un modello approssimato (ausiliario)(M?), caratterizzato dai parametri �, con funzione di Verosimiglianza �?(yt; �) di pi�ufacile trattazione.Il metodo dell'Inferenza Indiretta sfrutta la simulazione fondata sul modello strutturale(M) per correggere la distorsione asintotica di �̂? fondate su (M?). �E importantesottolineare che in questo approccio i modelli (M) e (M?) possono essere caratterizzatida parametri diversi, nel senso che i parametri del modello (M?) possono non averelo stesso signi�cato �sico e statistico di quelli di (M) anche se sono in eguale numero.La procedura dell'Inferenza Indiretta pu�o essere descritta nei seguenti passi:1. Si calcolano le stime �̂ di PML del modello (M?), usando i valori osservati yt:�̂ = argmax��?(yt;�);2. Si generano disturbi casuali ut dalla distribuzione nota e si simula il modello(M) condizionatamente ad un valore assegnato del vettore � ottenendo i valorisimulati ~yt(�);3. Si calcolano le stime ~�(�)di PML dei parametri del modello ausiliario (M?)usando i valori simulati ~yt(�):~� = argmax��?(~yt(�);�);4. La stima di Inferenza Indiretta del vettore � proposta da Gourieroux, Monforte Renault(1993) �e ottenuta risolvendo il seguente problema di mimino:�̂ = argmin�[�̂ � ~�(�)]0
�1[�̂ � ~�(�)]: (2.16)dove 
 �e una matrice simmetrica de�nita positiva.Gallant e Tauchen(1994) hanno proposto una versione modi�cata dello stimatore(2.16), ottenuto considerando direttamente la funzione di score del modello ausiliario.Si ha quindi che: �̂ = argmin�@�?@�0 (~yt(�); �̂)��1@�?@� (~yt(�); �̂); (2.17)dove � �e una matrice de�nita positiva.Le matrici 
 e � ottimali sono quelle che minimizzano la varianza asintotica dellestime di Inferenza Indiretta. Per una loro espressione analitica si rimanda il lettore a27



Gourieroux, Monfort e Renault (1993) e Gallant e Tauchen (1994).Gli stimatori (2.16) e (2.17) associati con la matrice di pesi ottimale hanno la stessaaccuratezza asintotica. Inoltre, se i modelli (M) e (M?) hanno lo stesso numero diparametri e non ci sono problemi di identi�cazioni, le stime sono indipendenti dallematrici dei pesi 
 e � ed asintoticamente equivalenti. Infatti dalla (2.16) si tratta dirisolvere l'equazione in �: �̂ = ~�(�) e @�?@� (~yt(�); �̂) = 0 dalla (2.17); dalla de�nizionedi ~�(�) discende l'equivalenza.La scelta del modello ausiliario �e strettamente legata alla speci�cit�a del problemaoggetto di studio. Per la stima dei parametri delle EDS in genere si sceglie il mo-dello discretizzato oppure in forza al risultato di Nelson (1990) ricordato nel paragrafo1.5.2 un modello ARCH. Bisogna inoltre sottolineare l'elevata complessit�a di elabo-razione e alcuni problemi di calcolo di questo metodo. Infatti ogni algoritmo numericoper la soluzione di problemi di ottimizzazione non lineari, come quelli implicati dalle(2.16) e (2.17), �e caratterizzato da una successione di vettori � che convergono allasoluzione del problema. L'uso di algoritmi di tipo Newton implicano il calcolo nu-merico della matrice Jacobiana, che in questo contesto coinvolge il calcolo di numerosiinsiemi di dati simulati ~yt(�). Pertanto sarebbe preferibile l'utilizzo di algoritmi chenon richiedono il calcolo della matrice Jacobiana.Un esempio di applicazione dell'Inferenza Indiretta per le EDS �e presentato da Gourier-oux, Monfort e Renault (1993). Gli autori rivolgono la loro attenzione all'equazionedi Ornstein-Uhlenbeck dXt = k(� �Xt)dt+ �dWt:Essi presentano un confronto tramite esercizi Monte Carlo, di 200 replicazioni su seriedi 250 osservazioni, il comportamento delle stime di ML basate sulla soluzione (2.5),di PML basati sulla discretizzazione di Eulero (2.13) e le stime di Inferenza Indirettadove la (2.5) viene usata per la simulazione del modello strutturale e la (2.13) �e impie-gata come modello ausiliario. Da tali esercizi emerge che le stime di � e le varianzeMonte Carlo sono le stesse per tutti i metodi considerati e risultano non distorte. Lestime di k e � sono come atteso distorte per il metodo di PML, mentre le stime diInferenza Indiretta presentano un sostanziale miglioramento nella distorsione rispettoalle stime PML ma rispetto a queste presentano una maggiore varianza Monte Carlo.La metodologia dell'Inferenza Indiretta pu�o essere estesa ai modelli con variabili la-tenti. Una recente applicazione �e quella di Pastorello, Renault e Touzi (1994) per ilmodello di Hull e White (1987), illustrato nel paragrafo 1.5, scritto nella forma:8><>: dSt = �(St; �t) + �tdWstd�2t = k(� � �2t )dt+  dW�t (2.18)dove i moti browniani Wst e W�t sono supposti incorrelati. Gli Autori sono interes-sati alla stima dei parametri �; k e  del processo di volatilit�a; per la simulazione delmodello strutturale viene considerata l'approssimazione di Eulero del sistema (2.18),mentre viene proposto come modello ausiliario un EGARCH(1,0) secondo il suggeri-mento di Nelson (1990). 28



2.8 Una rassegna di esperimenti Monte CarloBianchi et al.(1994) presentano una valutazione del comportamento di 7 distinti sti-matori tra i CTML, i GMM, la PML, e l'Inferenza Indiretta, descritti nei paragra�precedenti, attraverso esperimenti Monte Carlo. La EDS di riferimento �e la (1.6) delmodello CIR descritto nel paragrafo 1.4. I dati estratti dalla EDS del modello CIRsono ottenuti mediante la simulazione di traiettorie del processo soluzione seguendogli schemi di Eulero, Milstein e Talay. Gli Autori mettono in rilievo che non sonostate riscontrate di�erenze signi�cative nei risultati di stima dovute al metodo di ge-nerazione dei dati impiegato.Per la procedura di simulazione l'unit�a di tempo �e un anno, l'intervallo di tempo digenerazione �e pari ad un'ora, l'intervallo di osservazione �e pari a un dato osservatoogni trenta giorni, l'intervallo di simulazione va da 1 a 200 anni.Il comportamento degli stimatori �e di�erente per il tre parametri oggetto di studio.Nel caso di �2 lo stimatore migliore tra quelli descritti risulta quello di CTML, mentrequello dei GMM per piccoli campioni presenta una distorsione �no al 10%.Il parametro di media di lungo periodo � �e stimato in generale senza distorsione si-gni�cativa. Il miglior stimatore risulta ancora il CTML. Per il parametro k tutti glistimatori si presentano ampiamente distorti nei piccoli campioni e convergono al valorevero per ampiezze campionarie elevate. Asintoticamente l'errore standard delle stimedecresce cos�� come la distorsione di k �e decrescente ed �e non signi�cativa per grandicampioni.
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Capitolo 3Le condizioni dei Momenti di Hansen eScheinkman per i processi di Markov in tempocontinuo
3.1 IntroduzioneIl problema della stima da dati discreti dei parametri di un'Equazione Di�erenzialeStocastica attraverso i metodi di Massima Verosimiglianza �e fortemente legato alladi�colt�a della determinazione della probabilit�a di transizione del processo di Markovche ne �e soluzione.Come mostrato nel Capitolo precedente, in letteratura sono stati sviluppati approccidi stima alternativi fondati principalmente sulla discretizzazione del processo, come ilmetodo di Pseudo Massima Verosimiglianza e l'Inferenza Indiretta per simulazione.Hansen e Scheinkman (1995) sfruttando le propriet�a dell'operatore in�nitesimale delprocesso fXt; t > 0g soluzione di una EDS, hanno proposto due insiemi di condizioni diortogonalit�a, valide per ogni trasformazione �(Xt) in�nitamente derivabile, con qualisi pu�o costruire una procedura di stima per i parametri di una EDS secondo il MetodoGeneralizzato dei Momenti.In questo capitolo, dopo una rassegna sull'operatore in�nitesimale, saranno illustratele condizioni di Hansen e Scheinkman e verr�a derivato, attraverso un'opportuna sceltadella trasformazione �(Xt), uno stimatore GMM per i parametri delle EDS utilizzatenei modelli descritti nel Capitolo 1. Sar�a mostrata anche un'espressione della matricedi covarianza asintotica per gli stimatori ottenuti. Verranno in�ne presentati risultatidi simulazioni Monte Carlo per la veri�ca del comportamentoasintotico e nei piccoli campioni degli stimatori proposti e si confronteranno i risultaticon quelli ottenuti con i metodi della Pseudo Massima Verosimiglianza e dell'InferenzaIndiretta.Nella restante parte di questo lavoro viene fatta l'ipotesi che i processi di Markov,soluzioni delle EDS considerate, siano ergodici e reversibili1. La propriet�a di re-versibilit�a in particolare �e auspicabile perch�e consente di limitare l'analisi ai soli ope-1Un processo fXt; t 2 IRg �e detto reversibile se 8� 2 IR,8 t1; t2:::tn 2 IR le distribuzioni di(Xt1 ;Xt2 ; :::Xtn) e (X��t1 ;X��t2 ; :::X��tn) sono le stesse. In particolare la distribuzione diXt �e indipendente da t. 30



ratori in�nitesimali autoaggiuti2.3.2 L'operatore in�nitesimale di un processo di Markov omogeneoIn questo paragrafo sar�a introdotto il concetto di operatore in�nitesimale di un pro-cesso di Markov omogeneo e ne saranno illustrate le principali propriet�a. A tale scoposar�a fatto riferimento ai testi di Arnold (1975) e Dynkin(1965) ai quali si rimanda illettore per ulteriori approfondimenti.Sia fXt; t � 0g un processo di Markov de�nito sullo spazio di probabili�a (
;Ft;P?),dove Ft �e una famiglia di �-algebre, e a valori in (IR;B;P), dove B �e la classe di Borele P �e la misura di probabili�a immagine su B.De�nizione. Un processo di Markov fXt; t � 0g �e omogeneo rispetto al tempo se laprobabilit�a di transizione P(s; y; t; B) = P(Xt 2 B j Xs = y) �e stazionaria, cio�e se lacondizione P(s+ u; y; t+ u;B) = P(s; y; t; B)�e identicamente soddisfatta per 0 � s � t e per 0 � s + u � t + u e 8B boreliano inIR. Da cui si pu�o scrivere P(t; y; x) = P(Xt j X0 = y). 2Si indichi con L2 (P) lo spazio delle funzioni � : IR ! IR, misurabili secondo Borel,per cui esiste �nito RIR �2 dP. Tale spazio dotato di norma < �; >= RIR � dP eprodotto scalare k � k= RIR �2 dP �e uno spazio di Hilbert.Al processo fXtg �e associata la famiglia di operatori lineari fTt : t � 0g:Tt�(y) = E[�(Xt) j X0 = y] = ZIR �(x)P(t; y; dx) (3.1)dove P(t; y; dx) = P(Xt j x0 = y):Tali operatori sono limitati e godono della propriet�a di semigruppo, cio�e:Tt+s = TtTs = TsTt; t; s; t+ s � 0De�nizione. L'Operatore in�nitesimale A di un processo di Markov omogeneo fXt,t0 � t � Tg , �e de�nito dal: limt!0 Tt(�)� �t = A�per � : IR ! IR in L2 (P). Questo limite esiste ed �e �nito se � ha derivata primarispetto a t continua e derivata seconda rispetto ad x continua e a crescita limitata. Ildominio D dell'operatore in�nitesimale A �e un sottospazio proprio di L2 (P) di tuttele funzioni � per le quali il limite esiste. 2Una propriet�a dei processi di Markov con traiettorie continue �e che le loro probabilit�adi transizione P(t; x;B) sono univocamente de�nite dall'operatore A.�E possibile veri�care che:2Gli operatori autoaggiunti saranno illustrati nel paragrafo 3.331



1. per il Teorema fondamentale del Calcolo Integrale:A Z t Ts�ds = Tt�� � 8� 2 L2 (P)2. Gli operatori A e T commutano, cio�e si veri�ca che:Tt�� � = Z tATs�ds = Z t TsA�ds 8� 2 DSi vedr�a ora come l'operatore A assuma rilievo in relazione ai processi di di�usione.De�nizione. Un processo di Markov omogeneo fXt; t � 0g con traiettorie quasiovunque continue �e detto processo di di�usione se la probabilit�a di transizione P(y; t; B)soddisfa le seguenti condizioni 8s � 0 e � > 0:1. limt!s 1t� s Zjx�yj�� P(y; t; dx) = 02. Esiste una funzione �(s; y) tale chelimt!s 1t� s Zjx�yj��(x� y)P(y; t; dx) = �(y)3. Esiste una funzione �(s; y) a valori non negativi tale chelimt!s 1t� s Zjx�yj��(x� y)(x� y)0P(y; t; dx) = �(y) 2Le funzioni � e � sono dette coe�cienti del processo di di�usione; in particolare � �edetto deriva e � �e detto di�usione.Si pu�o veri�care che per i processi di di�usione le probabilit�a di transizione, sottoassunzioni di regolarit�a, sono univocamente determinate dai coe�cienti del processo.Ad ogni processo di di�usione con coe�cienti � e � �e associato l'operatore di�erenzialeo operatore di Dynkin, la cui applicazione ad una generica funzione � del dominio �e:D� = �(s; x) @@xt�+ 12�(s; x) @2@x2t �per ogni funzione � limitata per t � 0 e ivi due volte di�erenziabile rispetto ad x.Dalla de�nizione di operatore in�nitesimale A e dalle condizioni 2 e 3 della precedentede�nizione si ricava che (Arnold 1975, pag 156):A� = D�: (3.2)Nel Teorema 2.2.2 viene a�ermato che fXtg soluzione di una EDS del tipo:dXt = �(t;Xt)dt + �(t;Xt)dWt �e un processo di Markov; sotto alcune condizioniesso �e anche un processo di di�usione:Teorema 3.2.1 La EDS: dXt = �(t;Xt)dt + �(t;Xt)dWt soddisfa le condizioni delTeorema 2.2.1. Se le funzioni � e � sono continue rispetto a t, la soluzione fXtg �e unprocesso di di�usione per t � 0 con deriva e parametro di di�usione pari a � e �. Inparticolare la soluzione di una EDS autonoma �e un processo di di�usione omogeneo.232



3.3 L'operatore in�nitesimale come generatore di condizioni di ortogo-nalit�aSia fXtg processo di Markov omogeneo, quindi E[�(xt)] �e indipendente dal tempo e lasua derivata, se esiste, rispetto a t e' nulla. Ricordando che Tt�(y) = E[�(xt) j x0 = y]per la Legge del Valore Atteso Iterato si ha cheZIR �dP = ZIR Tt�dP 8� 2 L2 (P)Quindi, derivando rispetto a t, sfruttando il fatto che A e Tt commutano in D, e perla legge del Valore Atteso Iterato si pu�o scrivere:@@tE[�(xt)] = @@tE[E[�(xt+1) j xt]] =E[ @@tE[�(xt+1) j xt]] = E[A�(xt)] = 0Da quanto sopra Hansen e Scheinkman ricavano la seguente Condizione dei Momenti:C1 : E[A�(xt)] = 0 8� 2 Ddove D �e il dominio dell'operatore in�nitesimale A.Attraverso l'uso degli operatori aggiunti e sfruttando la propriet�a di commutazione traA e Tt si pu�o pervenire ad un secondo insieme di condizioni di ortogonalit�a. Si ricordache si de�nisce operatore aggiunto di T l'operatore T ? tale che< �?; T � >=< �; T ?�? >; si indichi inoltre con A? l'operatore aggiunto di A e conD? il suo dominio in L2 (P).Dal fatto che A e Tt commutano si ha < T A�; �? >=< AT �; �? > e per gli operatoriaggiunti si ha che < AT �; �? >=< �;A?T ?�? >. Quindi sostituendo una relazionenell'altra e applicando la Legge del Valore Atteso Iterato si ha:< T A�; �? >=< �;A?T ?�? >E[E[A� j x0]�?] = E[E[A?�? j x0]�]Da quanto sopra gli Autori ricavano la seguente Condizione dei MomentiC2 : E[(A�(xt+1))�?(xt)] = E[(A?�?(xt))�(xt+1)] 8� 2 D e �? 2 D?:Appare evidente che C2 include C1 per �? funzione costante.Hansen e Scheinkman proseguono il loro lavoro introducendo i criteri in base aiquali un operatore possa soddisfare le condizioni C1 e C2. In altre parole gli autori sipreoccupano di garantire le condizioni per le quali attraverso l'uso di A, che soddisfale C1 e C2, si possano identi�care il deriva e la di�usione di una EDS associata adun processo di Markov reversibile. Nella pratica poi, gli Autori si pongono nelle con-dizioni di poter impiegare l'operatore di Dynkin che garantisce tale identi�cazione ameno di un fattore di scala. 33



Essi sono inoltre particolarmente interessati a pervenire ad uno stimatore non para-metrico per la di�usione �(xt) di una EDS generale del tipo (2.1) che ammetta comesoluzione un processo di Markov reversibile. Tale stimatore viene ricavato attraversola decomposizione spettrale unica, garantita dalle condizioni C1 e C2, dell'operatorein�nitesimale A, supposto autoaggiunto.Un caso particolare di tale stimatore �e stato utilizzato da Ait-Sahalia(1994) per lostudio dei tassi \overnight" per gli Stati Uniti dal 1973 al 1993. Le condizioni C1 eC2 hanno quindi nel lavoro di Hansen e Scheinkman un ruolo del tutto strumentaleper la determinazione dello stimatore non parametrico.Tali condizioni tuttavia appaiono di un certo interesse per un'analisi parametricadelle EDS perch�e possono costituire la base di un approccio GMM per la stima deiparametri. L'uso di tali condizioni presenta il particolare vantaggio di non richiederela conoscenza della funzione di Verosimiglianza del processo soluzione della EDS,evitando quindi il problema della soluzione della (2.4) o dell'approssimazione dellaVerosimiglianza.Restano aperte due questioni: la prima �e legata alla scelta della funzione � da utilizzarenelle C1 e C2. La seconda �e legata ad un problema noto da tempo nella letteraturadegli operatori di�erenziali: tali operatori sono identi�cati a meno di un parametrodi scala. Tale questione, come sar�a illustrato nel corso del prossimo paragrafo, risultaparticolarmente fastidiosa per le EDS del tipo (2.8) in quanto tale fattore di scalaviene a coincidere con uno dei parametri di interesse.La restante parte di questo capitolo �e dedicata alla derivazione dalle C1 e C2, sub-ordinatamente ad una scelta ragionata della funzione �, di condizioni dei momenti diagevole interpretazione e calcolabilit�a, e quindi ad una proposta di stima GMM per leEDS del tipo (2.8) che fornisca una soluzione al problema del fattore di scala.3.4 Applicazione delle condizioni C1 e C2 alle EDS \mean-reverting"L'operatore di�erenziale o di Dynkin introdotto nel paragrafo 3.2 appare essere natu-rale candidato per un concreto utilizzo delle condizioni C1 eC2. Tale operatore infatti�e esplicitamente dipendente dai coe�cienti della EDS, e risulta autoaggiunto per i pro-cessi di di�usione ergodici; il suo impiego pertanto comporta il notevole vantaggio disempli�care le espressioni derivanti dallo sviluppo delle condizioni e di introdurre informa esplicita i parametri di interesse.Come primo passo bisogna far riferimento ad una misura di probabilit�a che garantiscala stazionariet�a del processo soluzione fXtg.Si consideri la seguente EDS dxt = �(xt)dt+ �(xt)dWt (3.3)doveWt �e un moto Browniano. Seguendo Karlin e Taylor(1981) si introduce la funzionedi scala S la cui derivata �e:s(y) = exp �� Z y 2[�(z)=�2(z)] dz� :34



Utilizzando la misura di probabilit�a P con densit�ap(y) = 1s(y)�2(y) R [s(z)�2(z)]�1 dzper inizializzare il processo, si ha che P �e l'unica distribuzione stazionaria che pu�oessere associata alla soluzione della EDS. Pertanto, sotto la misura P e sotto l'ipotesiche la soluzione fXtg sia un processo di Markov ergodico e reversibile, si pu�o veri�careche l'operatore in�nitesimale A introdotto nel paragrafo 3.2 �e autoaggiunto, quindiA = A?, ed �e l'operatore di Dynkin; pertanto si ha che:A� = D� = �(xt) @@xt�(xt) + 12�2(xt) @2@x2t �(xt) (3.4)Si pu�o considerare ora l'applicazione della condizione C1 al modello generale:dxt = k(� � xt)dt+ �xt dWt  � 0 (3.5)La scelta della funzione � �e legata alla de�nizione dell'operatore in�nitesimale e alfatto che in fase di stima i valori attesi presenti nelle espressioni delle condizioni C1 eC2 vengono approssimati attraverso il calcolo dei corrispondenti valori attesi campio-nari dalle serie osservate di lunghezza �nita. Per giusti�care questa approssimazioneattraverso la Legge dei Grandi Numeri, e per garantire le propriet�a asintotiche dellestime, �e necessaria l'ipotesi che sotto la misura di probabilit�a P il processo sia ergodicoe che siano veri�cate alcune condizioni sul dominio degli operatori A e A?. Hansene Scheinkman (1995) dimostrano che �e ancora valido il Teorema del Limite Centralese i domini D e D? sono sottoinsiemi propri dello spazio L2 (P) costituiti da funzioniin�nitamente derivabili.Dal seguente teorema si possono quindi trarre delle valide indicazioni sulla scelta dellafunzione �:Teorema 3.4.1 Se P �e una misura di probabilit�a su IR tale che per qualche � > 0Z exp(� j x j) dP <1allora tutti i momenti di P esistono e la successione dei polinomi ortogonali �e completain L2(P). Nel caso in cui P �e una legge gaussiana i polinomi di Hermite:�i(xt) = (�1)iexp�12x2t� @i@xit exp(�12x2t )! ;con i=0,1,2.... e �0(xt) = 1, costituiscono una base ortogonale completa. 2Tale teorema permette allora di individuare una classe di funzioni per le quali sonoveri�cate le condizioni richieste; si ritiene, quindi, opportuno restringere l'attenzioneai polinomi di Hermite e alle funzioni esponenziali:�(xt) = exp(�xt) con � 2 IR:35



Quest'ultima presenta il vantaggio di poter essere facilmente ricondotta alla funzionegeneratrice dei momenti della variabile aleatoria fXtg.Applicando quindi la condizione C1 al modello (3.5) per �(xt) = exp(�xt), � 2 IR siha che: E[D�(xt)] = E[k(� � xt) @@xt exp(�xt) + 12�2x2t @2@x2t exp(�xt)] = 0Per la linearit�a del valore atteso e indicata con Mxt(�) = E[e�xt ] la funzione genera-trice dei momenti, si ottiene la seguente espressione in �:G(�) = �Mxt(�)� @Mxt(�)@� + ��22k @2Mxt(�)@�2 = 0Calcolando la derivata i � esima rispetto ad � nel punto � = 0 ed indicato con � ilvettore dei parametri, si pu�o scrivere:E[fi(xt; �)] = �E[xit] + i�22kE[x2+i�1t ]�E[xi+1t ] = 0 i=0,1,2....: (3.6)Con procedimento del tutto analogo si pu�o applicare la condizione C2 alle funzioni�(xt) = exp(�xt) e �?(xt) = exp(�xt).E[�?(xt)D�(xt+1)� �(xt+1)D�?(xt)] = 0
E[exp(�xt)[k(� � xt+1) @@xt+1 exp(�xt+1) + 12�2x2t+1 @2@x2t+1 exp(�xt+1)]] == E[exp(�xt+1)[k(� � xt) @@xt exp(�xt) + 12�2x2t @2@x2t exp(�xt)]]��E[exp(�xt+1 + �xt)]� �E[xt+1exp(�xt+1 + �xt)]+�22 �2k E[x2t+1exp(�xt+1 + �xt)] == ��E[exp(�xt+1 + �xt)]� �E[xtexp(�xt+1 + �xt)]+�22 �2k E[x2t exp(�xt+1 + �xt)]Calcolando la derivata seconda mista rispetto ad � e � nel punto (� = 0; � = 0), siottiene: 2�E[x2txt+1] + �2k E[x2t+1x2t ]� 2�E[x2t+1xt]� �2k E[x2t x2t ] = 0Altre espressioni di questo tipo possono essere ricavate per derivazioni successive mistesempre nel punto (� = 0, � = 0). Non �e emersa per�o in modo evidente una formula36



ricorsiva come per l'espressione (3.6).Si applichino ora le condizioniC1 ai polinomi di Hermite di grado i. Dalla formulazionegenerale del polinomio di Hermite per i=1,2,3.... si ha che:�0(xt) = 0, �1(xt) = xt, �2(xt) = x2t � 1, �3(xt) = x3t � 3xt, �4(xt) = x4t � 6xt2 +3; etc; etc ...Sostituendo tali polinomi nella condizione C1 abbiamo:E[D�1(xt)] = E[k(� � xt)];E[D�2(xt)] = E[(� � xt)xt + �22kx2t ];E[D�3(xt)] = E[(� � xt)(x2t � 1) + �2k x2+1t ];E[D�4(xt)] = E[(� � xt)(x3t � 3xt) + 3�22k x2t (x2t � 1)]; :::Si pu�o quindi scrivere il seguente sistema di condizioni di ortogonalit�a:E[D�i+1(xt)] = E[fi(xt; �)]= E[(� � xt)�i(xt) + i�22kx2t �i�1(xt)] = 0 (3.7)con i = 0; 1; 2::: e ��1(xt) = 0. Come si pu�o notare, le condizioni (3.6) all'aumentaredell'ordine di derivazione i sviluppano la successione dei momenti del processo fXtg;le condizioni (3.7) per i = 1; 2 danno il momento primo e secondo della distribuzionemarginale di fXtg, e quindi coincidono con le (3.6), e per i > 2 forniscono come vincolidelle combinazioni lineari di tutti i momenti �no al grado (i+ 1)-esimo.Le condizioni (3.6) e (3.7) forniscono allora validi vincoli sui momenti del processosoluzione fXtg che possono essere utilmente impiegate per una stima di tipo GMMdei parametri delle EDS, in particolare nei casi delle EDS utilizzate nei modelli diVasicek e CIR illustrati nel Capitolo 1.Le condizioni di Hansen e Scheinkman ora descritte non sembrano invece particolar-mente utili nel caso dei modelli a fattori latenti (Gourieroux e Monfort 1994). Siconsideri, ad esempio, il modello di Hull e White, descritto brevemente nel paragrafo2.7, nella forma studiata da Pastorello, Touzi e Renault (1993):8><>: dXt = �Xtdt+ �tXtdWxtd log�t = k(� � log�t)dt+ �dW�t : (3.8)
Si introduca il processo bivariato yt =  Xtlog�t ! a cui �e associata:dyt = " �y1tk(� � y2t) # dt+ " y1texp(y2t) 00 � # dWt:
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In modo analogo a quanto precedentemente descritto applicando l'operatore di Dynkinsi ha: D�(yt) = �y1t @@y1�(yt) + k(� � y2t) @@y2�(yt)+12 �y21texp(2y2t) @2@y21�(yt) + �2 @2@y22�(yt)� :Poich�e la sola variabile osservabile �e fXtg, che nel caso del modello di Hull e Whiteindica il prezzo di un titolo, la condizione dei momenti si pu�o basare su un operatoredi Dynkin che dipenda solo da y1t. Questo signi�ca imporre che:y1t @@y1�(yt); @@y2�(yt); y21texp(2y2t) @2@y21 �(yt); @2@y22 �(yt)siano simultaneamente indipendenti da y2t e ci�o si veri�ca se e solo se la funzione �(yt)non dipende da y2t. In questa situazione dunque l'approccio proposto non forniscecondizioni dei momenti interessanti.3.5 Lo stimatore GMMCome illustrato nel paragrafo 2.5, il metodo di Pseudo Massima Verosimiglianza per-mette di stimare in modo consistente i parametri presenti nella media condizionatadalle variabili esplicative di un modello ma non quelli coinvolti dalla varianza con-dizionata.L'approccio di tipo GMM proposto in questo lavoro consente in linea generale di risol-vere i problemi legati ai parametri della varianza dovuti alla cattiva speci�cazione delmodello approssimato. La metodologia generale dei GMM si fonda sul fatto che se unmodello �e correttamente speci�cato allora certe condizioni sui momenti sono veri�catedal valore vero dei parametri.Nel contesto logico nel quale opera l'approccio GMM proposto, non �e presente errataspeci�cazione. Infatti le condizioni (3.6) e (3.7), che costituiscono il modello, sonoderivate esclusivamente dalle propriet�a dell'operatore di Dynkin, senza dover espli-citare la funzione di Verosimiglianza associata al modello oggetto di studio. Quindiun'eventuale errata speci�cazione sarebbe derivata solo dall'uso improprio di taleoperatore. L'impiego dell'operatore di Dynkin �e giusti�cato se il processo oggettodi studio gode delle propriet�a di ergodicit�a, reversibilit�a e stazionariet�a, che nel nostrocontesto si assumono veri�cate.Le condizioni di ortogonalit�a (3.6) e (3.7), per�o, mettono bene in evidenza un risultatogi�a noto in letteratura sugli operatori in�nitesimali di una EDS: tali operatori sonoidenti�cati a meno di un fattore di scala. Nel nostro caso tale fattore di scala vienea coincidere con il parametro k della EDS. Il problema risulta poi particolarmentefastidioso in quanto tale parametro diventa indistinguibile dalla di�usione � che �e diparticolare interesse nel contesto delle applicazioni delle EDS per i modelli �nanziari.Si noti peraltro che il parametro  della (3.5) risulta ben identi�cato.Tale problema pu�o rendere di per s�e vano l'utilizzo della metodologia GMM propostaa meno di non riesaminare i termini del problema della stima dei parametri della (3.5)38



e considerare come parametri di interesse i soli � e . In tale impostazione i parametrik e � possono essere trattati come parametri di disturbo.Tra i diversi criteri proposti in letteratura per la trattazione dei parametri di disturbo�e stato ritenuto opportuno seguire il metodo della \concentrazione" (Burguete, Gal-lant e Souza, 1982). L'idea �e quella di ottenere per i parametri di interesse � e  dellestime GMM fondate sulle (3.6), o sulle (3.7), condizionati a stime consistenti dei di-sturbi k e � ottenute per altra via. Gourieroux, Monfort e Renault (1991) dimostranoche le stime GMM a due stadi e quelle con parametri di disturbo stimabili in modoconsistente, sono asintoticamente normali e consistenti sotto alcune estensioni dellecondizioni di regolarit�a proposte da Hansen (1982).Si indichi dunque con � = (�; ) e con � = (k; �) rispettivamente il vettore deiparametri di interesse e di disturbo; pertanto le restrizioni dei momenti assumonola forma: E[fi(xt; �; �)] = 0.Come mostrato nel paragrafo 2.5, i parametri � = (k; �) sono stimati consistentementeattraverso il metodo della PML.Considerata quindi la Pseudo Verosimiglianza:xt+1 j xt � N (�(1� exp(�k)) + exp(�k)xt; �2exp(�k)x2t ) (3.9)siano �̂ = (k̂; �̂) le stime ottenute dalla condizione dei Minimi Quadrati:E[xt+1 j xt] = �(1� exp(�k)) + exp(�k)xt:Pertanto la (3.6) assume la forma:E[fi(xt; �; �̂) j�̂] = �̂E[xit] + i�22k̂E[x2+i�1t ]�E[xi+1t ] = 0 8i 2 IN; (3.10)e la (3.7) assume la forma:E[fi(xt; �; �̂) j�̂] = E "(�̂ � xt)�i(xt) + i�22k̂ x2t �i�1(xt)j �̂# = 0con i = 0; 1; 2::: e ��1(xt) = 0.Le stime GMM dei parametri � = (�; ) sono determinate dalla soluzione del problemadi minimo della forma quadratica:�̂(
) = argmin�  1T TXt=1 f(xt; �; �̂)!0
�1t  1T TXt=1 f(xt; �; �̂)! (3.11)dove, come di consueto, il valore atteso �e stimato tramite la media campionaria, 
t �euna matrice simmetrica de�nita positiva ed f indica il vettore delle condizioni.Un'espressione della matrice di varianza e covarianza asintotica delle stime GMMcos�� ottenute pu�o essere derivata adattando alle nostre esigenze quella proposta daGourierioux, Monfort e Renault (1991) per le stime GMM a due stadi. Si consideriquindi le condizioni dei Momenti: E[f(xt; �; �)] = 0 dove � �e il vettore dei parametri39



di interesse, e � �e il vettore dei parametri di disturbo stimabili in modo consistente.Si suppone che le stime �̂ siano ottenibili attraverso il metodo GMM applicato surestrizioni del tipo E[gi(xt; �)] = 0.Lo stimatore dei GMM �̂(
) pu�o essere ottenuto come soluzione della condizione diminimo di primo ordine: 1T TXt=1 @f@�0 (xt; �(
t); �̂)!
�1t  1T TXt=1 f(xt; �(
t); �̂)! = 0Dallo sviluppo del primo ordine intorno al valore vero dei parametri 3 �0 e �0 si ottiene:pT (�̂(
t)� �0) �� �E @f@�0
�1t E@f@� ��1E @f@�0
�1t " 1pT TXt=1 ft +E @f@� 0pT (�̂ � �0)# (3.12)dove ft = f(xt; �0; �0); E @f@�0 = E@f(xt; �0; �0)@�0 ; E @f@� 0 = E@f(xt; �0; �0)@� 0 :Se il vettore 1pT PTt=1 ft e il vettore pT (�̂ � �0) sono asintoticamente normali4, allorapT (�̂(
t)� �0) �e asintoticamente normale con matrice di covarianza pari a:V ar(�̂(
t)� �0) =�E @f@�0
�1t E@f@� ��1E @f@�0
�1t 
?
�1t E@f@� �E @f@�0
�1t E@f@� ��1 (3.13)dove 
? = V ar 1pT TXt=1 ft +E @f@� 0pT (�̂ � �0)! : (3.14)Come di consueto esiste una scelta ottimale per la matrice dei pesi 
t tale che mini-mizza la varianza dello stimatore �̂(
t). Ponendo infatti 
t = 
? la (3.13) diventa:V ar(�̂(
?)� �0) = �E @f@�0
�1? E@f@���1 : (3.15)Un'espressione della matrice 
? pu�o essere ricavata in base alle considerazioni cheseguono. Si suppone che le stime �̂ siano ottenibili attraverso il metodo GMM applicatoalle restrizioni E[g(xt; �)] = 0. Applicando lo sviluppo di Taylor alla condizione di3Per una descrizione completa di tale derivazione si veda l'Appendice D4Tale condizione �e veri�cata in base al Teorema del Limite Centrale se il vettore f e ilvettore g, che esprime le condizioni dei GMM per la stima di �, soddisfano le condizioni diregolarit�a proposte da Gourieroux, Monfort e Renault (1991) riportate nell'Appendice E
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minimo di primo ordine della forma quadratica per la stima GMM del vettore �, inmodo analogo a quanto sopra illustrato si ha che:pT (�̂ � �0) = � ��0����1 �0� 1pT TXt=1 gtdove gt = g(xt; �), � = E[@gt@� ], e � �e pari alla scelta ottimale �V ar( 1T PTt=1 gt)��1.Dalla teoria generale dei GMM si ha che:V ar(pT (�̂ � �0)) = ��0����1 :Tenuto conto di quando detto la matrice (3.14) pu�o essere sviluppata nel modo seguente:
? = V ar 1pT TXt=1 ft +E @f@� 0pT (�̂ � �0)!= V ar( 1pT TXt=1 ft) + E @f@� 0V ar(pT �̂ � �0)E@f@��2E @f@� 0 ��0����1 �0�Cov 1pT TXt=1 gt; 1pT TXt=1 ft!= 
(ft) +E @f@� 0 ��0����1E@f@� � 2E @f@� 0 ��0����1 �0�E " 1pT TXt=1 gt 1pT TXt=1 ft# ;(3.16)dove 
(ft) indica la matrice di covarianza per le condizioni dei GMM relativa a1pT PTt=1 ft.Come si pu�o notare nella matrice proposta si distinguono in particolare due com-ponenti: una �e la matrice di covarianza della stima GMM dei parametri � che di-scende dalla teoria tradizionale, la seconda �e il contributo della varianza della stimadei parametri di disturbo. A proposito della stima di tali componenti si possono farealcune considerazioni: si ha ragione di ritenere che le condizioni (3.6) impiegate neiGMM proposti presentino un certo grado di autocorrelazione seriale, di cui �e neces-sario tener conto nella stima della matrice 
(ft). In letteratura sono stati propostidiversi stimatori della forma:
(ft) = TT � p T�1Xj=�T+1K( jST )�T (j) (3.17)dove K �e un Nucleo a valori reali, ST �e un parametro di troncamento, p �e l'ordine diautocorrelazione, (che in molte applicazioni risulta ignoto), e�T (j) = 1T TXt=j+1[ftf 0t�j ]:41



Nel corso di questo lavoro verr�a utilizzata la versione della (3.17) proposta da Neweye West (1987): 
(ft) = �T (0) + pXj=1(1� jp+ 1)[�T (j) + �T (j)0]: (3.18)Nella derivazione della matrice 
? �e stato supposto che la stima dei parametri di di-sturbo possa essere ottenuta attraverso i GMM con condizioni del tipoE[g(xt; �)] = 0, mentre nel corso della presentazione degli stimatori HS-GMM si sonoindicate le stime dei Minimi Quadrati tratte dalla Pseudo Verosimiglianza (3.9). Taliassunzioni non sono in contraddizione in quanto sia le stime dei Minimi Quadrati siaquelle di PML possono essere ricondotte a stime di tipo GMM. Nel primo caso infattile condizioni di ortogonalit�a tra le variabili esogene e gli errori possono essere lettecome condizioni GMM, nel secondo caso ci�o avviene per le condizioni di primo ordinedel problema di massimo che determina le stime (Newey e McFadden, 1994).3.6 Uno studio Monte CarloCome �e stato mostrato nel corso di questo capitolo, lo stimatore GMM (3.11) derivatodalle condizioni di Hansen e Scheinkman (HS-GMM nel seguito) si presenta come unadelle possibili soluzioni al problema della stima consistente del parametro di di�usionedi una EDS. In particolare esso pu�o presentare un'alternativa al metodo dell'InferenzaIndiretta.In questo paragrafo sar�a illustrata una valutazione degli aspetti econometrici dello sti-matore proposto attraverso uno studio Monte Carlo e sar�a operato un confronto con ilmetodo dell'Inferenza Indiretta. Gli stimatori HS-GMM saranno applicati al processodi Ornstein-Ulhenbeck usato da Vasicek (1977) e al processo \radice quadrata" che �ealla base del modello CIR (1985).Il modello di riferimento �e dato dalla EDS (3.5) e saranno distinti due casi: quelloin cui il parametro  di elasticit�a della varianza �e incognito, che verr�a indicato comemodello non vincolato, e quello in cui tale parametro �e noto, ed assume i valori  = 0e  = 0:5, che verr�a indicato come modello vincolato.3.6.1 Stima del processo di Ornstein-UhlenbeckNel Capitolo 2 �e stato brevemente presentato il processo di Ornstein-UhlenbeckdXt = k(� �Xt)dt+ �dWt (3.19)come modello vincolato dalla EDS (3.5) per  = 0. Per il processo (3.19) �e statadeterminata nel paragrafo 2.2 la soluzione condizionata a Xs = x, con s < t, espressadalla (2.5). Supponendo quindi di osservare le realizzazioni del processo fXtg adintervalli equispaziati �t = ti� ti�1, dalla (2.5) si pu�o ricavare la legge Xti+�t j Xti che42



pu�o essere letta come discretizzazione \esatta" del processo (3.19). Si ha, quindi, che:Xti+�t = �(1� e�k�t) + e�k�tXti + � 1� e�2k�t2k !1=2 �t (3.20)dove �t � N (0; 1) e �t = ti � ti�1, i=1,2...T. Le traiettorie del processo di Ornstein-Uhlenbeck possono quindi essere simulate tramite la (3.20).A questo proposito Gourieroux, Monfort e Renault (1993) suggeriscono la seguentestrategia: le realizzazioni del processo (3.19) vengono osservate ad ogni istante ti.La simulazione di una traiettoria in tempo continuo sottostante il processo discretoosservato pu�o avvenire generando traXti�1 eXti un numero di osservazioni intermedie.Il reciproco di tale numero viene indicato dagli Autori come passo di simulazione �ted essi suggeriscono �t = 0:1. Di conseguenza il processo osservato Xti , i = 0; 1; :::Tconsister�a nell'estrazione dalla traiettoria simulata di un dato ogni 10, de�nendo quindiimplicitamente un passo di osservazione�t = 1. Pertanto la (3.20) viene assunta comemodello generatore dei dati per �t = 0:1, mentre la funzione di Pseudo Verosimiglianzadalla quale saranno ricavate le stime di PML sar�a la legge del processo:Xt+1 = �(1� e�k) + e�kXt + � 1� e�2k2k !1=2 �t (3.21)dove �t � N (0; 1) e t=1,2...T.Si consideri ora il caso in cui si voglia procedere alla stima del modello (3.19).In tale contesto il vettore dei parametri di interesse si riduce al solo � e le condizionidei HS-GMM (3.10) assumono una forma del tipo:E[fi(xt; �; �̂) j�̂] = �̂E[xit] + i�22k̂E[xi�1t ]�E[xi+1t ] = 0 8i 2 IN (3.22)Da tale equazione per i = 1 si ottiene l'espressione della varianza della distribuzionemarginale di lungo periodo (Arnold 1975, pag 135) Xt � N (�; �22k ); pertanto per lastima HS-GMM (3.11) di � basta considerare la sola condizione di ortogonalit�a:E[f1(xt; �; �̂) j�̂] = �̂E[xt] + �22k̂ �E[x2t ] = 0 (3.23)e la varianza delle stime sar�a indipendente dalla matrice dei pesi scelta, che sar�apertanto posta pari alla matrice identit�a. Tale condizione pu�o essere ottenuta anchea partire dalle (3.7) per i = 1, assegnato il valore  = 0. Le stime dei parametri didisturbo sono ottenute in accordo con quanto descritto nel paragrafo precedente. Si ri-corda che in questo contesto la legge (3.21) viene indicata come Pseudo Verosimiglianzain quanto rappresenta un'approssimazione discreta alla soluzione del processo che �etanto pi�u accurata al tendere di �t a zero. Il valore proposto �t = 0:1 come passo disimulazione dei dati �e su�ciente perch�e le stime basate su tale Pseudo Verosimiglianzapresentino una distorsione trascurabile.Le stime di Inferenza Indiretta sono ottenute sulla base dello stimatore (2.16) propostoda Gourieroux, Monfort e Renault (1993) e descritto nel capitolo precedente, dove il43



modello generatore dei dati �e dato dalla (3.20), e dove il modello ausiliario �e dato dalladiscretizzazione di Eulero del processo (3.19):Xt+1 = k� + (1� k)Xt + ��tcon �t � N (0; 1).poich�e il modello strutturale e il modello ausiliario hanno lo stesso numero di parametri,lo stimatore (2.16) non dipende dalla matrice dei pesi 
 che pertanto viene assuntapari alla matrice identit�a.Nella Tabella 1 sono riportati i risultati di un esperimento Monte Carlo di 200 repli-cazioni e�ettuato su serie osservate di lunghezza T=250 con � = 0:1; k = 0:8; � = 0:06in accordo a quanto presentato da Gourieroux, Monfort e Ranault (1993).Come si pu�o notare lo stimatore HS-GMM per il parametro di di�usione � presentaun comportamento simile a quello degli altri stimatori proposti, ed in particolare ilsuo errore standard �e migliore di quello delle stime di Inferenza Indiretta.
Tab.1: Processo Ornstein-Uhlenbeck Num. Repl.=200, T=250Metodo di Parametri � k �Stima Valore vero 0.1 0.8 0.06PML Media 0.1001 0.8219 0.0599(0.0050) (0.1211) (0.0039)Distorsione 0.0001 0.0019 -.0001Ind.Inf Media 0.0997 0.8187 0.0611(0.0064) (0.2047) (0.0064)Distorsione -.0003 -.0187 0.0011HS-GMM Media | | 0.0599(0.0039)Distorsione -.0001Nella Tabella 2 sono riportati i risultati di un esperimento Monte Carlo di 200 repli-cazioni su serie di lunghezza T=1000, allo scopo di presentare una veri�ca della con-sistenza dello stimatore proposto.
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Tab.2: Processo Ornstein-Uhlenbeck Num. Repl.=200, T=1000Metodo di Parametri � k �Stima Valore vero 0.1 0.8 0.06PML Media 0.0999 0.8052 0.0600(0.0023) (0.0616) (0.0019)Distorsione -.0001 0.0052 |Ind.Inf Media 0.0995 0.8064 0.0600(0.0033) (0.0921) (0.0024)Distorsione -.0005 0.064 |HS-GMM Media | | 0.0600(0.0019)Distorsione |Procediamo ora alla stima del modello (3.5) non vincolato,dXt = k(� �Xt)dt+ �Xt dWt:In tale contesto le condizioni di ortogonalit�a presentano la forma data dalla (3.10) elo stimatore HS-GMM �e dato dalla (3.11); anche in questo caso sono stati impiegatii HS-GMM esattamente identi�cati, pertanto le stime saranno basate sulle condizioni(3.10) per i = 1; 2:8>><>>: E[f1(xt; �; �̂) j�̂] = �̂E[xt] + �22k̂E[x2t ]� E[x2t ] = 0E[f2(xt; �; �̂) j�̂] = �̂E[x2t ] + �2̂k E[x2+1t ]�E[x3t ] = 0 (3.24)con matrice dei pesi pari alla matrice identit�a.Le stime di PML sono basate sulla (2.12) del capitolo precedente con g(Xt; ) = Xte passo di osservazione �t = 1; pertanto la funzione di Pseudo Verosimiglianza avr�auna forma del tipo: Xt+1 = �(1� e�k) + e�kXt + e�k�Xt �tdove �t � N (0; 1).Le stime di Inferenza Indiretta sono ottenute in base allo stimatore (2.16) dove il mo-dello generatore dei dati �e la discretizzazione di Eulero della (2.10) cong(Xt; ) = Xt : Xt+1 = �k�t+ (1� k�t)Xt + ��tXt �t (3.25)con passo di simulazione �t = 0:1 e passo di osservazione �t = 1. Il modello ausiliariopu�o essere determinato in base alle seguenti considerazioni: (analogamente a Calzolarie Fiorentini (1994)) posto a = �k e b = (1� k), la (3.25) pu�o essere riscritta come:Xt+1 � a� bXtXt = ut (3.26)45



con ut � N(0; �2) i.i.d. Indicato, quindi, con � = (�; k; �; ) il vettore dei parametridel modello ausiliario, con yt la variabile endogena e con xt la variabile endogenaritardata, la (3.26) pu�o essere scritta nella forma:f(yt; xt; �) = ut:Quest'ultima espressione pu�o essere letta come caso particolare di un sistema diequazioni non lineari simultanee (sistema che in questo caso �e costituito da una solaequazione), al quale �e possibile applicare la stima di Massima Verosimiglianza a Infor-mazione Completa non lineare (non linear FIML) proposta da Amemiya (1977). Talestima �e ottenuta iterando �no a convergenza un metodo di variabili strumentali deltipo: �̂(m+1) = �̂(m) � [Ĝ0(m)G(m)]�1Ĝ0(m)û(m)dove G0(m) = �e la matrice jacobiana calcolata nel punto �̂(m), sia gt;(m) = @f@� j�̂(m) lasua t� esima colonna, e Ĝ0(m) �e una matrice le cui colonne sono date da:ĝt;(m) = gt;(m) �  1T TXs=1 @gs@us! ût;(m)calcolata nel punto �̂(m). Attraverso questa procedura di stima vengono calcolatii vettori �̂ e ~� dello stimatore (2.16). Anche in questo caso lo stimatore (2.16) �eindipendente dalla matrice dei pesi 
 che viene pertanto posta pari alla matrice iden-tit�a.I risultati dell'esperimento Monte Carlo con 200 replicazioni su serie di lunghezzaT=250, � = 0:25; k = 0:8; � = 0; 06;  = 0 sono riportati nella Tabella 3. Come si pu�ovedere gli HS-GMM hanno un comportamento pessimo: il parametro di di�usione �eampiamente distorto, cos�� come il parametro  ed in entrambi i casi l'errore standard�e di ampiezza rilevante. Migliore, ma non completamente soddisfacente �e il compor-tamento delle stime di Inferenza Indiretta.
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Tab.3: Processo Ornstein-Uhlenbeck Num. Repl.=200, T=250Metodo di Parametri � k � Stima Valore vero 0.25 0.8 0.06 0.0PML Media 0.2496 0.8234 0.0137 0.0941(0.0047) (0.1317) (0.0088) (0.0137)Distorsione -.0004 0.0234 -.0463 0.0941IND.INF Media 0.2512 0.8236 0.0831 0.1790(0.0067) (0.1737) (0.0318) (0.2359)Distorsione 0.0012 0.0236 0.0231 0.1790HS-GMM Media 0.1212 0.4124| | (0.0914) (0.3919)Distorsione 0.0612 0.4124Nella Tabella 4 sono presentati i risultati dell'esperimento Monte Carlo condotto sullostesso modello per 100 replicazioni su serie osservate di lunghezza T=1000. Come sipu�o osservare, all'aumentare della lunghezza delle serie, le stime dei HS-GMM presen-tano dei miglioramenti sostanziali soprattutto per il parametro di di�usione: i valoristimati di � e  continuano a presentare una evidente distrorsione, ma il valore vero�e interno all'intervallo di con�denza per i parametri. Anche le stime di Inferenza In-diretta presentano un miglioramento, mentre le stime di PML risultano ampiamentedistorte.
Tab.4 Processo Ornstein-Uhlenbeck Num. Repl.=100, T=1000Metodo di Parametri � k � Stima Valore vero 0.25 0.8 0.06 0.0PML Media 0.2498 0.8010 0.0098 0.0327(0.0024) (0.0563) (0.0021) (0.0574)Distorsione -.0002 0.0010 -.0502 0.0723Ind.Inf Media 0.2503 0.8147 0.0645 0.0324(0.0038) (0.0761) (0.0144) (0.1510)Distorsione 0.0003 0.0147 0.0045 0.0078HS-GMM Media | | 0.0715 0.1233(0.0119) (0.1107)Distorsione 0.0115 0.1233
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E' importante sottolineare, inoltre, che durante gli esercizi Monte Carlo descritti nelleTabelle 3 e 4 si sono veri�cati casi abbastanza frequenti, per tutti i metodi di stimaproposti, nei quali la procedura di ottimizzazione non ha raggiunto la convergenza.Per la veri�ca della consistenza degli stimatori proposti sono stati condotti esperi-menti Monte Carlo per lunghezze delle serie T=250, 500, 1000, 3000, 10.000, 150.000.I risultati di tali esperimenti sono stati raccolti nelle Figure 1 e 2 che mostrano rispet-tivamente l'andamento della stima per � e .Come si pu�o notare le stime di PML presentano asintoticamente, come atteso, un'ampiadistorsione. Le stime di Inferenza Indiretta e i HS-GMM tendono alla convergenzaverso i valori veri dei parametri, ma le stime dei HS-GMM mostrano una convergenzasensibilmente pi�u lenta rispetto a quelle di Inferenza Indiretta.

Ampiezza campionariaFig.1 Processo Ornstein-Ulhenbeck: Stime di Sigma

Ampiezza campionariaFig.2 Processo Ornstein-Ulhenbeck: Stime di GammaInfatti specie per il parametro  occorrono pi�u di 150.000 osservazioni perch�e la con-48



vergenza verso il valore vero diventi tangibile. Questo fa si che l'uso dei HS-GMMnon presenti nessun vantaggio signi�cativo rispetto al metodo dell'Inferenza Indiretta,come invece si �e veri�cato nel caso del modello vincolato.Una spiegazione di tale fenomeno �e da ricercarsi nel fatto che le condizioni (3.24)esprimono vincoli sui momenti della distribuzione marginale del processo soluzionefXtg, che risulta essere una distribuzione di lungo periodo, pertanto si rende neces-sario un elevato numero di osservazioni perch�e la funzione obiettivo tenda a presentareun punto di minimo in un intorno del valore vero dei parametri.3.6.2 Stima del processo \Radice Quadrata"Nel Capitolo 2 �e stato brevemente presentato il processo \Radice Quadrata"dXt = k(� �Xt)dt+ �pXtdWt (3.27)come modello vincolato dalla EDS generale (3.5) per  = 0:5. Nel paragrafo 2.2 �estata descritta la soluzione condizionata a Xs = x, con s < t, espressa dalla (2.4) che �estato visto possedere una distribuzione di tipo �2 non centrata con parametri indicatinelle (2.6). DeVroye (1986, pag 469) propone un algoritmo, che sar�a assunto comemodello simulatore dei dati, per la generazione di numeri pseudo casuali estratti dauna variabile aleatoria �2 non centrata. Tale algoritmo si basa sull'osservazione che lalegge �2 non centrata appartiene alla famiglia delle distribuzioni di Bessel. Pertantola generazione di numeri pseudo casuali tratte da queste distribuzioni si basa sullagenerazione di dati da una distribuzione Gamma i cui parametri sono dati da numeripseudo casuali a loro volta estratti da una distribuzione di Poisson e trasformati inmodo da rispettare i vincoli dati dalle (2.6).La soluzione della (3.27) illustrata nel capitolo precedente �e data da un �2 non centratodi media condizionale E[Xt+1 j Xt] = �(1� e�k) + e�kXt e varianza condizionale�2(Xt+1 j Xt) = Xt�2k (e�k � e�2k) + ��22k (1� e�k)2:La funzione di Pseudo Verosimiglianza con momento primo e secondo correttamentespeci�cati sar�a quindi data dalla legge del processo:Xt+1 = �(1� e�k) + e�kXt + �(Xt+1 j Xt)�t (3.28)dove �t � N (0; 1).Si consideri il problema della stima del modello (3.27). In tale contesto, analogamente aquanto visto per il processo di Ornstein-Uhlenbeck, il vettore dei parametri di interessesi riduce al solo � e le condizioni dei HS-GMM (3.10) assumono la forma del tipo:E[fi(xt; �; �̂) j�̂] = �̂E[xit] + i�22k̂E[xit]�E[xi+1t ] = 0 8i 2 IN (3.29)Ponendo i = 1 nella (3.29) si ottiene var(Xt) = ��22k , che risulta essere la varianza delladistribuzione marginale di fXtg di lungo periodo (Feller 1957) Xt � �(2k��2 ; 2k�2 ); per-tanto per la stima HS-GMM di � basta considerare la sola condizione di ortogonalit�a:E[f1(xt; �; �̂) j�̂] = �̂E[xt] + �22k̂E[xt]�E[x2t ] = 0 (3.30)49



Le stime dei parametri di disturbo sono ottenute in accordo con quanto descritto nelparagrafo 3.5, come pure le stime di PML sono ottenute in base alla (3.28). Le stimedi Inferenza Indiretta sono ottenute in base allo stimatore (2.16), dove il modellogeneratore dei dati �e dato dalla discretizzazione di Eulero del processo (3.27):Xt+1 = k� + (1� k)Xt�t+ �pXt�t�tdove �t � N (0; 1) e �t = 0:1 �e il passo di simulazione in accordo con quanto propostoda Gourieroux, Monfort e Renault (1993); la stessa discretizzazione con passo di os-servazione pari a uno �e impiegata come modello ausiliario.Nella Tabella 5 si riportano i risultati di un esperimento Monte Carlo di 200 replicazionie�ettuato su serie osservate di lunghezza T=250, con � = 0:25; k = 0:8; � = 0:06.Tab.5: Processo Radice Quadrata Num. Repl.=200, T=250Metodo di Parametri � k �Stima Valore vero 0.1 0.8 0.06PML Media 0.1001 0.8286 0.0647(0.0014) (0.1471) (0.0061)Distorsione 0.0001 0.0086 0.0047Ind.Inf Media 0.1000 0.8183 0.0607(0.0021) (0.1956) (0.0060)Distorsione 0.0000 0.0183 0.0007HS-GMM Media | | 0.0603(0.0050)Distorsione 0.0003Come si pu�o notare gli HS-GMM si comportano in modo simile agli stimatori di In-ferenza Indiretta e presentano un errore standard migliore.Nella Tabella 6 si riportano i risultati di un esperimento Monte Carlo di 200 replicazionisu serie di lunghezza T=1000, allo scopo di presentare una veri�ca del comportamentodello stimatore proposto all'aumentare dell'ampiezza campionaria.

50



Tab.6: Processo Radice Quadrata Num. Repl.=200, T=1000Metodo di Parametri � k �Stima Valore vero 0.1 0.8 0.06PML Media 0.1000 0.8100 0.0601(0.0007) (0.0668) (0.0019)Distorsione | 0.0100 0.0001Ind.Inf Media 0.0998 0.8068 0.0600(0.0010) (0.0886) (0.0025)Distorsione -.0002 0.0068 |HS-GMM Media | | 0.0602(0.0030)Distorsione 0.0002Procediamo ora alla stima del modello (3.5) non vincolatodXt = k(� �Xt)dt+ �Xt dWt:In tale contesto le condizioni di ortogonalit�a presentano la forma data dalla (3.10) elo stimatore HS-GMM �e dato dalla (3.11). Anche in questo caso sono stati consideratii HS-GMM esattamente identi�cati, pertanto le stime saranno basate sulle condizioni(3.24) in modo analogo al processo di Ornstein-Ulhenbeck. Le stime di PML sonobasate sulla (2.12) del capitolo precedente con g(Xt; �) = Xt e passo di osservazione�t = 1; pertanto la funzione di Pseudo Verosimiglianza avr�a una forma del tipo:Xt+1 = �(1� e�k) + e�kXt + e�k�Xt �tdove �t � N (0; 1).Le stime di Inferenza Indiretta sono ottenute in base allo stimatore (2.16) dove il mo-dello generatore dei dati �e dato dalla discretizzazione di Eulero (3.25) sopra descritta,con passo di simulazione �t = 0:1 e passo di osservazione pari a 1, mentre il modelloausiliario �e ricavato in accordo con quanto descritto nel paragrafo 3.6.2.I risultati dell'esperimento Monte Carlo con 200 replicazioni su serie di lunghezzaT=250, � = 0:25; k = 0:8; � = 0:06;  = 0:5 sono riportati nella Tabella 7. Anchein questo caso gli HS-GMM hanno un comportamento pessimo ed in particolare gliintervalli di con�denza per i parametri contengono lo zero. Gli stimatori di InferenzaIndiretta presentano una distorsione minore anche se gli errori standard sono tali percui lo stimatore non risulta molto preciso.Un esperimento Monte Carlo di 100 replicazioni condotto su serie di lunghezza T=1000,i cui risultati sono riportati nella Tabella 8, non ha evidenziato miglioramenti signi-�cativi dovuti all'aumentare dell'ampiezza campionaria sia per le stime di inferenzaIndiretta, sia per gli HS-GMM.
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Tab.7: Processo Radice Quadrata Num.Repl.=200, T=250Metodo di Parametri � k � Stima Valore vero 0.25 0.8 0.06 0.5PML Media 0.2501 0.8456 0.0159 0.4055(0.0025) (0.1251) (0.0332) (0.4006)Distorsione 0.0001 0.0456 -.0441 -.0945Ind.Inf Media 0.2502 0.8284 0.0783 0.6027(0.0030) (0.1566) (0.0407) (0.3056)Distorsione 0.0002 0.0284 0.0183 0.1027HS-GMM Media | | 0.3085 0.8010(0.4030) (0.9800)Distorsione 0.2485 0.3010
Tab.8: Processo Radice Quadrata Num. Repl.=100, T=1000Metodo di Parametri � k � Stima Valore vero 0.25 0.8 0.06 0.5PML Media 0.2499 0.8133 0.0067 0.3093(0.0011) (0.0612) (0.0050) (0.2446)Distorsione -.0001 0.0133 0.0007 -.1907Ind.Inf Media 0.2502 0.8130 0.0721 0.5415(0.0017) (0.0738) (0.0376) (0.3599)Distorsione .0002 0.0133 0.0121 0.0415HS-GMM Media | | 0.0994 0.6400(0.1031) (0.4875)Distorsione 0.0394 0.1400L'origine del cattivo comportamento dello stimatore pu�o essere investigato tramiteuno studio del comportamento in fase di stima della funzione obiettivo del problemadi minimo (3.11) di cui i parametri stimati sono soluzione. Per agevolare tale studiola funzione obiettivo �e stata modi�cata in modo che dipenda da un solo parametro.Nella fase di stima, nella (3.24) il valore atteso viene sostituito, come di consueto,dalla media campionaria della serie oggetto di studio, e quindi, poich�e si opera conun sistema di condizioni GMM esattamente identi�cato, dalla prima equazione delle(3.24) �e possibile ricavare il parametro � e sostituirlo nella seconda condizione di or-togonalit�a considerata, ottenendo quindi una funzione del solo parametro  � 0.52



Nelle Figure 3,4,5 e 6 �e riportato l'andamento della funzione obiettivo al variare di calcolata su una serie osservata di lunghezza T=250, 1000, 10000, 150000. Si pu�onotare come all'aumentare della lunghezza della serie osservata la funzione obiettivotenda a presentare un minimo assoluto per  = 0:5 come atteso. Si osserva, per�o, chea�nch�e si raggiunga una forma accettabile di tale funzione occorrono pi�u di 150000dati e che nell'intorno del punto di minimo essa si presenta abbastanza piatta da pro-durre una certa variabilit�a delle stime. Questa situazione fa s�� che gli HS-GMM nonpresentino nel caso del modello non vincolato nessun vantaggio signi�cativo per laloro applicazione rispetto al metodo dell'Inferenza Indiretta contrariamente a quantoveri�catosi nel caso del modello vincolato.

Fig.3 T=250 Fig.4 T=1000

Fig.5 T=10000 Fig.6 T=150000Tale situazione �e determinata in primo luogo dall'elevato grado di correlazione tra lecondizioni (3.24) che tende a rendere piatta la funzione obiettivo, e dal fatto che sia lecondizioni (3.6), sia le (3.7), si basano sulla distribuzione marginale del processo fXtgche �e una distribuzione di lungo periodo. Pertanto per numerosit�a poco elevate delleserie la funzione tende ad essere abbastanza piatta da causare una variabilit�a moltoelevata nelle stime. Durante gli esercizi Monte Carlo, sempre per ampiezze campio-narie limitate, si sono veri�cati casi abbastanza frequenti nei quali la procedura di53



ottimizzazione non ha raggiunto la convergenza. Quindi, in condizioni di modellonon vincolato �e necessario un numero di osservazioni elevato per poter ottenere unafunzione obiettivo che permetta di discriminare con un certo grado di a�dabilit�a ilparametro di elesticit�a della varianza.Analogamente al processo di Ornstein-Uhlenbeck sono stati condotti esperimenti MonteCarlo per lunghezze delle serie T=250, 500, 1000, 3000, 10.000, 150.000 per la veri�cadella consistenza degli stimatori proposti. I risultati di tali esperimenti sono stati rac-colti nelle Figure 7 e 8 che mostrano rispettivamente l'andamento della stima di � e all'aumentare della lunghezza delle serie.

Ampiezza campionariaFig.7 Processo Radice Quadrata: Stime di Sigma

Ampiezza campionariaFig.8 Processo Radice Quadrata: Stime di GammaCome si pu�o notare entrambe le stime tendono alla convergenza verso i valori veri deiparametri, mentre le stime di PML presentano, come atteso, un'ampia distorsione.
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3.7 Spunti per ulteriori ricercheNella teoria dei GMM l'impiego di un numero di condizioni di ortogonalit�a superiorea quello dei parametri, si parla quindi di GMM sovraidenti�cati, trova la sua giusti-�cazione nel fatto che ogni condizione pone un vincolo che deve essere rispettato daidati: pi�u sono le informazioni di cui si dispone, maggiori sono i vincoli che si possonoimporre, migliore sar�a la qualit�a delle stime che si possono ottenere. Tale situazione haun limite naturale nel fatto che non tutte le condizioni di ortogonalit�a che si possonoimporre sono apportatrici di informazioni rilevanti per la stima. Nel caso dei GMMsovraidenti�cati le stime non sono pi�u indipendenti dalla matrice dei pesi adottata;inoltre per poter utilizzare una stima consistente della matrice dei pesi ottimale sirende necessaria una procedura di ottimizzazione a due stadi.5.Sia per il processo di Ornstein-Uhlenbeck, sia per il processo Radice Quadrata sonostati condotti esercizi Monte Carlo basati sui HS-GMM sovraidenti�cati per veri�carese l'introduzione di ulteriori condizioni di ortogonalit�a potesse fornire un migliora-mento della qualit�a delle stime.Mediante la matrice di Newey-West, descritta nel paragrafo 3.5, �e stato riscontratoun forte grado di correlazione tra le condizioni (3.10) per i = 1; :::10. Tale situazionerende estremamente instabile il calcolo dell'inversa della matrice di covarianza tra lecondizioni 
(ft), e della matrice 
? necessaria per il calcolo dello stimatore (3.11) conmatrice dei pesi ottimale. Per lo stesso motivo il calcolo della matrice di covarianzadelle stime HS-GMM risulta problematico.Come si pu�o osservare, le condizioni (3.10) per i = 1; 2::: altro non sono che la stessacondizione moltiplicata ogni volta per xt. Inoltre al crescere di i la variabile xit diventasempre pi�u piccola, poich�e i processi generano valori inferiori all'unit�a, aggravandoi problemi di instabilit�a numerica. Questo fa s�� che ogni condizione aggiuntiva nonapporti nessuna informazione signi�cativamente rilevante, pur determinando la succes-sione dei momenti della distribuzione marginale fXtg. Inoltre uno studio gra�co dellafunzione obiettivo di secondo stadio del problema (3.11) ha rilevato che essa si pre-senta molto piatta in una vasta area intorno al punto di minimo, e che tale situazionenon migliora in maniera sensibile al crescere della lunghezza delle serie osservate, comeevidenziato dalle Figure 9 e 10 che si riferiscono al processo di Ornstein-Uhlenbek, edalle Figure 11 e 12 che si riferiscono al processo \Radice Quadrata".5Una breve descrizione dei GMM sovraidenti�cati �e presente nell'Appendice C
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Fig.9 T=250 Fig.10 T=10000

Fig.11 T=250 Fig.12 T=10000In base a tali considerazioni si �e quindi ritenuto opportuno non riportare gli eserciziMonte Carlo per gli HS-GMM sovraidenti�cati. Una giusti�cazione teorica a questasituazione pu�o essere ricercata nelle relazioni che legano i momenti del processo fXtgsoluzione della EDS (3.5). In particolare Arnold (1975, cap 7), mostra che i momentidi ordine pari della soluzione fXtg sono combinazione lineare dei momenti di ordinepari inferiori. Questa situazione porterebbe a riconsiderare la scelta della funzione �da applicare alle condizioni C1 in modo che essa non conduca ad una combinazionelineare dei momenti della distribuzione di fXtg, o che porti ad una stabilizzazionedella correlazione tra le condizioni di ortogonalit�a.
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Capitolo 4Applicazione dei HS-GMM al mercatostatunitense
4.1 IntroduzioneIn questo capitolo sar�a presentata un'applicazione dei HS-GMM ai mercati �nanziaristatunitensi. A seguito dei risultati presentati nel Capitolo precedente, non verr�a presain considerazione la stima del modello non vincolato (3.5) limitando quindi l'atten-zione ai modelli di Vasicek (1977) e Cox, Ingersoll e Ross (1985).La stima dei parametri �; k e � delle EDS che caratterizzano i due modelli sar�a condottasecondo i metodi della PML, dell'Inferenza Indiretta e dei HS-GMM. Sar�a determinatoil prezzo di un titolo a rendimento �sso senza cedole (zero-coupon bond), e quello diun'Opzione di vendita secondo le relazioni individuate dai modelli considerati e de-scritte nel Capitolo 1.4.2 I datiI dati a disposizione si riferiscono ai tassi di interesse overnight per i fondi federalidegli Stati Uniti per il periodo 2 Gennaio 1973 - 31 Dicembre 1993 e rappresentanoil tasso d'interesse calcolato giornalmente dalla Federal Reserve Bank di New York.Poich�e si tratta di osservazioni giornaliere per tassi d'interesse su depositi interbancaridi brevissima durata, �e auspicabile che essi costituiscano una \proxy" assai e�cace deitassi di interesse istantanei descritti nel Capitolo 1.I fondi federali sono riserve presso la Federal Reserve Bank trasferibili tra istituzionidi deposito. Le transazioni di fondi federali permettono a tali istituzioni di ottenereguadagni positivi su fondi in eccesso sulle riserve richieste che altrimenti resterebberoinfruttuosi. Tale tasso riette l'entit�a dei prestiti interbancari allo scoperto di brevis-simo periodo, che durano cio�e meno di una notte. La serie �e costruita mediando i tassitra tutti gli operatori con pesi proporzionali alla grandezza dei prestiti. Poich�e i tassidi interesse pagati sulle altre attivit�a �nanziarie di breve periodo \Treasure-Bills" simuovono in stretta relazione con il tasso sui fondi federali, appare naturale fondare ladeterminazione del prezzo (pricing) di titoli a rendimento �sso senza cedole e quellodi altre attivit�a �nanziarie derivate come le opzioni di vendita o di acquisto di tipo57



europeo sulla dinamica di tale tasso.Nella Figura 13 �e riportata la serie storica dei tassi \overnight" annualizzati, cio�etrasformati come ordine di grandezza in modo che l'unit�a temporale di riferimento sial'anno. Nella Tabella 9 sono riportate le principali statistiche descrittive relative allaserie storica analizzata.Attraverso il test di Dickey-Fuller aumentato �e stata sottoposta a veri�ca l'ipotesi nulladi non stazionariet�a della serie. Il test di Dickey-Fuller aumentato �e stato calcolatosul modello: �Xt = �+ �Xt�1 + pXj=1�j�Xt�1 + utdove Xt indica il tasso di interesse \overnight", p = 30 �e l'ordine di autocorrelazione, eut sono errori che seguono un processo AR(1) stazionario1. L'ipotesi di non staziona-riet�a viene ri�utata al livello del 90%; tuttavia �e bene ricordare che a causa dellascarsa potenza di questo test il ri�uto dell'ipotesi nulla lascia spazio a molti dubbisulla stazionariet�a della serie, che �e quindi da ritenersi solo probabile.

AnniFig.13: Tassi di Interesse annualizzati
1Per maggiori dettagli si rimanda il lettore interessato al testo di Davidson e MacKinnon(1993), cap.20 pag 711. 58



Tab.9: Statistiche descrittiveTassi Interesse spot5289Num. osser. 8 osservaz. outlierscancellateMedia 0.08445Dev. Stand 0.03502Curtosi 4.255AugmentedDickey-Fuller -2.58H0 : Ri�utata al 90%Non stazion. (val. critico= -2.57)
4.3 Le stime dei parametriCome illustrato nei capitoli precedenti il modello di Vasicek (1977) descrive la dina-mica del tasso di interesse a brevissimo periodo tramite la EDS (3.19). La stima deiparametri �; k e �2 �e stata condotta con i metodi della PML, dell'Inferenza Indirettae dei HS-GMM secondo le procedure illustrate nel paragrafo 3.6.2, e i risultati sonoriportati nella Tabella 10.Tab.10: Stima dei Parametri del Modello di VasicekMetodo di � k �2StimaPML 0.083585 0.008071 2.0228�10�5(0.009804) (0.001376) (1.4984�10�7)Ind.Inf 0.083200 0.007398 2.0259�10�5(0.002996) (0.004215) (1.0566�10�6)HS-GMM | | 2.0747�10�5(1.0172�10�6)
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Le stime riportate nella Tabella 10 sono riferite alla serie dei tassi giornalieri annua-lizzati. Come si pu�o osservare i risultati sono simili per tutti i metodi di stima imp-iegati, in accordo con quanto veri�cato nel Capitolo precedente attraverso gli eserciziMonte Carlo.La varianza delle stime di Inferenza Indiretta �e stata calcolata utilizzando l'espressioneindividuata da Gourieroux, Monfort e Renault (1993) nella forma:V arasy(pn(�̂� �0)) = �@�(�0)@� J0I�10 J0 @�(�0)@�0 ��1dove � = (�; k; �2) �e il vettore dei parametri di interesse, �0 indica il valore vero deiparametri, �̂ il valore stimato sulla base della (2.16), eJ0 = �plim @2�?@�@�0 (yt; �0); I0 = V arasy �pn@�?@� (yt; �0)� ;dove �0 indica il vettore dei parametri ausiliari, calcolati sui dati osservati yt, checorrispondono al valore vero �0 dei parametri di interesse. La varianza delle stime deiHS-GMM �e stata calcolata sulla base dell'espressione (3.15) proposta nel Capitolo 3.Come si pu�o osservare dagli errori standard riportati nella Tabella 10, tutte le stimerisultano statisticamente signi�cative ed in particolare gli errori standard delle stimedel parametro �2 secondo l'Inferenza Indiretta e gli HS-GMM risultano dello stessoordine di grandezza.Nel modello di Cox Ingersoll e Ross (1985) la dinamica del tasso di interesse a brevis-simo periodo �e descritta tramite la EDS (3.25). La stima dei parametri �; k e �2 �e statacondotta con i metodi della PML, dell'Inferenza Indiretta e dei HS-GMM secondo leprocedure illustrate nel paragrafo 3.6.3, e i risultati sono riportati nella Tabella 11.Tab.11: Stima dei Parametri del Modello CIRMetodo di � k �2StimaPML 0.083200 0.005784 2.0341�10�6(0.009790) (0.001387) (3.9724�10�8)Ind.Inf 0.085410 0.005361 2.0389�10�6(0.001208) (0.001946) (1.0305�10�7)HS-GMM | | 1.7932�10�6(1.2364�10�7)Le stime riportate nella Tabella 11, analogamente a quanto fatto per la Tabella 10,sono riferite alla serie dei tassi giornalieri annualizzati. Anche in questo caso i risultatisono simili per tutti i metodi di stima impiegati. Le varianze delle stime sono state60



calcolate in accordo con quanto precedentemente descritto, e tutte le stime risultanostatisticamente signi�cative. Si noti come anche in questo caso gli errori standarddelle stime del paramentro �2 secondo l'Inferenza Indiretta e gli HS-GMM risultanodello stesso ordine di grandezza.4.4 La valutazione dei titoliUna volta determinato il valore dei parametri di pu�o quindi procedere alla valutazionedi un titolo a rendimento �sso senza cedole, secondo i modelli di Vasicek e CIR. Ilcalcolo di tale prezzo �e basato sulla formula (1.5) e sulla formula (1.8). I prezzi sonostati calcolati per assegnati valori del tasso istantaneo annualizzato e della maturit�aespressa in anni.Il premio di rischio � per i dati presi in esame �e stato calcolato da Ait-Sahalia (1994)utilizzando una regressione spline sulla curva dei rendimenti dei titoli \zero coupon"implicata dai titoli con scadenza alla �ne di ogni mese tratta da The Wall StreetJournal.Le stime sono �V as = �0:0295 e �CIR = �0:00141:I prezzi corrispondono al valore nominale del titolo pari a 100 lire. Nelle Tabelle 12,13 e 14 sono riportati i prezzi calcolati con le stime dei parametri �; k; � ottenute conla stima di PML , dei HS-GMM e di Inferenza Indiretta, rispettivamente. Dei dueelementi riportati in ogni casella quello in alto �e il prezzo secondo il modello Vasiceke quello in basso �e il prezzo secondo il CIR.Tab.12: Prezzi \zero-coupon" con stime PML dei parametriTasso istantaneoannualizzato ! 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14*****Maturit�a #0.5 98.6653 97.6855 96.7155 95.7551 94.8042 93.8628 92.930799.0000 98.0160 97.0418 96.0773 95.1224 94.1769 93.24081 96.6832 94.7764 92.9072 91.0748 89.2786 87.5178 85.791798.0005 96.0641 94.1660 92.3055 90.4816 88.6939 86.94145 64.4094 58.3961 52.9443 48.0015 43.5201 39.4571 35.773490.0409 81.5610 73.8796 66.9217 60.6191 54.9100 49.7387
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Tab.13: Prezzi \zero-coupon" con stime HS-GMM dei parametriTasso istantaneoannualizzato ! 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14*****Maturit�a #0.5 98.6663 97.6865 96.7165 95.7561 94.8052 93.8637 92.931799.0000 98.0160 97.0418 96.0773 95.1224 94.1769 93.24081 96.6873 94.7804 92.9111 91.0786 89.2823 87.5215 85.795398.0005 96.0641 94.1660 92.3055 90.4816 88.6939 86.94145 64.4755 58.4561 52.9987 48.0508 43.5648 39.4976 35.810190.0409 81.5610 73.8796 66.9217 60.6191 54.9100 49.7386
Tab.14: Prezzi \zero-coupon" con stime Inferenza Indiretta dei parametriTasso istantaneoannualizzato ! 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14*****Maturit�a #0.5 98.6688 97.6888 96.7186 95.7580 94.8069 93.8653 92.933199.0002 98.0161 97.0418 96.0772 95.1221 94.1766 93.24041 96.6969 94.7892 92.9191 91.0859 89.2888 87.5272 85.800498.0013 96.0645 94.1660 92.3051 90.4809 88.6927 86.93995 64.6155 58.5734 53.0963 48.1314 43.6307 39.5509 35.852690.0591 81.5689 73.8791 66.9142 60.6060 54.8924 49.7175

Come si pu�o notare, le valutazioni ottenute non di�eriscono in maniera apprezzabileal variare dei metodi di stima dei parametri e questo permette di a�ermare in partico-lare che la di�erenza riscontrata nella stima del parametro �2 per il modello CIR trai metodi di Inferenza Indiretta e i HS-GMM non �e signi�cativa ai �ni dell'esercizio divalutazione dei titoli. 62



A parit�a di tasso di interesse e all'aumentare della maturit�a i prezzi diminuiscono,come atteso. Si nota in particolare che le valutazioni ottenute sono abbastanza ele-vate per bassi tassi di interesse, soprattutto per il modello CIR, per una maturit�a di5 anni, e viceversa sono piuttosto basse per alti tassi di interesse per il modello diVasicek sempre per un maturit�a di 5 anni. Parte di questo e�etto �e dovuto al valorecalcolato del premio di rischio.Una volta determinato il valore del titolo a rendimento �sso si pu�o calcolare quello diun'opzione di acquisto di tipo europeo su tale titolo.Come descritto nel Capitolo 1 un'opzione di acquisto �e un contratto che d�a il diritto dicomprare un determinato titolo ad un certo istante (scadenza) oppure entro un certoperiodo di tempo, ad un prezzo �ssato (prezzo di esercizio). Quando pu�o essere eserci-tata solo alla scadenza l'opzione viene detta di tipo europeo, mentre se essa pu�o essereesercitata entro la data di scadenza viene detta di tipo americano. Le opzioni, inoltre,sono indicate come nella moneta, fuori la moneta e alla moneta se il prezzo del titolodi riferimento �e rispettivamente maggiore, minore, o uguale al prezzo di esercizio Kdell'opzione. Chiaramente un'opzione sar�a esercitata solo se �e "nella moneta". Per-tanto si �e espresso il prezzo di esercizio K come proporzione del corrispondente prezzodel bond; quindi per prezzi di esercizio inferiori a 1 si ha l'opzione nella moneta, perprezzi di esercizio superiori ad 1 si ha l'opzione fuori dalla moneta per il prezzi diesercizio uguale ad 1 si ha l'opzione alla moneta.Nella Tabella 15 sono riportati prezzi di un'opzione di vendita di tipo europeo suun titolo a rendimento �sso con maturit�a a 5 anni, calcolati in base alla formula(1.6), descritta nel paragrafo 1.3, e derivata secondo le ipotesi del modello di Vasicek.Tab.15: Prezzi Opzione Vasicek su \zero-cupon" a 5 anni con stime HS-GMM dei parametriPrezzo di esercizioTasso ist. Matur.annualiz Opzione 0.96 0.98 1 1.02 1.040.04 0.25 3.1111 2.2559 1.2392 0.9346 0.48760.04 0.5 3.6889 2.7965 1.7547 1.0461 0.54600.04 1 5.2737 4.1872 2.9672 2.2005 1.40450.14 0.25 3.1080 2.4000 1.4065 0.9952 0.51160.14 0.5 3.8745 3.2207 2.5437 1.6805 1.35630.14 1 5.9808 5.7062 5.0886 4.4771 3.8624La maturit�a dell'opzione �e espressa in anni. Tutti i prezzi si riferiscono ad un titolo63



di riferimento che paga 100 lire alla scadenza. A parit�a di tasso di interesse, i prezzimostrano il comportamento atteso al variare del prezzo di esercizio e della maturit�adell'opzione.Nella Tabella 16 sono riportati prezzi di un'opzione di vendita di tipo europeo su untitolo a rendimento �sso con maturit�a a 5 anni, calcolati in base alla formula (1.9),descritta nel paragrafo 1.4, e derivata secondo le ipotesi del modello CIR.La legge di probabilit�a �2 non centrata presente nelle formula �e stata generata in baseall'algoritmo suggerito da Devroye (1986) e ricordato nel paragrafo 3.6. Tutti i prezzisi riferiscono ad un titolo di riferimento che paga 100 lire alla scadenza, e analogamenteall'esercizio precedente la maturit�a dell'opzione �e espressa in anni.Tab.16: Prezzi Opzione CIR su \zero-cupon" a 5 anni con stime HS-GMM dei parametriPrezzo di esercizioTasso ist. Matur.annualiz Opzione 0.96 0.98 1 1.02 1.040.04 0.25 6.4865 5.0140 3.7991 2.8109 2.02130.04 0.5 6.5250 5.0495 3.8316 2.8411 2.04960.04 1 6.6340 5.1481 3.9207 2.9218 2.12070.14 0.25 7.3281 6.7913 6.2885 5.8178 5.37720.14 0.5 7.4176 6.8768 6.3702 5.8958 5.45170.14 1 7.4453 6.9036 6.3962 5.9210 5.4761Anche in questo caso, a parit�a di tasso di interesse, i prezzi mostrano il comportamentoatteso al variare del prezzo di esercizio e della maturit�a dell'opzione.4.5 ConclusioniIl problema della stima da dati discreti dei parametri delle EDS �e strettamente legatoalla di�colt�a di determinare la probabilit�a di transizione del processo di Markov chene �e soluzione. Tale di�colt�a rende spesso impraticabili i metodi di stima fondati sullafunzione di Verosimiglianza e costringe gli statistici ad utilizzare modelli approssimati.L'uso di tali modelli conduce quindi ad una errata speci�cazione che ha tra le sue pi�uvistose conseguenze la inconsistenza delle stime ottenute.In questo lavoro �e stato proposto uno stimatore di tipo GMM per i parametri diuna EDS derivato dalle condizioni di ortogonalit�a per i processi di Markov in tempo64



continuo recentemente introdotte da Hansen e Scheinkman (1995) (HS-GMM). Talestimatore presenta il vantaggio, di non richiedere la conoscenza del processo soluzionedella EDS oggetto di studio. Inoltre, essendo fondati sulle sole propriet�a dell'ope-ratore di Dynkin, gli HS-GMM sono derivati in un contesto logico nel quale non �epresente errata speci�cazione del modello, pertanto essi forniscono stime consistentidei parametri di interesse.Tramite esercizi Monte Carlo, inoltre, sono state condotte veri�che sulle propriet�aeconometriche dei HS-GMM sia nei piccoli che nei grandi campioni, proponendo inparticolare un confronto con gli stimatori di Inferenza Indiretta. La scelta dell'In-ferenza Indiretta come metro di paragone �e stata motivata dal successo che tale metodosta raccogliendo in letteratura per la stima dei parametri delle EDS, grazie alla suapropriet�a di eliminare la distorsione delle stime dovuta all'uso di modelli approssimati.Il metodo di Inferenza Indiretta presenta, per�o, alcuni problemi di applicabilit�a dovutialla sua elevata complessit�a di elaborazione. In particolare, oltre alla di�colt�a di uti-lizzare con successo nell'ottimizzazione della funzione obiettivo algoritmi ricorsivi cherichiedano il calcolo della matrice Jacobiana, il metodo dell'Inferenza Indiretta pre-senta una certa sensibilit�a al criterio di ottimizzazione scelto per la stima del modelloausiliario. Infatti risultati empirici hanno veri�cato che un'opportuna scelta di talecriterio incide sensibilmente sulle possibilit�a di convergenza della procedura di ottimiz-zazione e sulla qualit�a delle stime ottenibili.Gli HS-GMM si propongono quindi come valido metodo di stima alternativo per laloro agevole calcolabilit�a.A causa della identi�cazione a meno di un fattore di scala delle condizioni di orto-gonalit�a sui cui si basa lo stimatore HS-GMM proposto, l'attenzione �e stata concen-trata sui soli parametri del coe�ciente di di�usione delle EDS, ed in particolare sonostate prese in considerazione l'equazione di Ornstein-Uhlenbeck e l'equazione \RadiceQuadrata" impiegate nei modelli di Vasicek (1977) e di Cox, Ingersoll e Ross (1985).Dagli esercizi Monte Carlo �e emerso che nel caso delle EDS di Ornstein-Uhlenbeck e"Radice Quadrata" lo stimatore HS-GMM ha un comportamento paragonabile aglistimatori di Inferenza Indiretta, e rispetto a questi presenta una migliore precisione.Buoni risultati sulla validit�a applicativa dello stimatore HS-GMM sono stati ottenutianche dall'applicazione dei modelli di Vasicek e CIR al mercato statunitense per lavalutazione di opzioni di vendita di tipo europeo. Le stime ottenute per i parametridel modello di Vasicek tramite il metodo dell'Inferenza Indiretta e i HS-GMM sonosimili per tutti i metodi di stima considerati ed in particolare corrispondono a quelleottenute sugli stessi dati da Ait-Sahalia (1994). Anche per il modello CIR le stime ot-tenute sono simili per tutti i metodi considerati ma di�eriscono, specie per il parametrodi attrazione verso la media k, da quelle ottenute da Ait-Sahalia (1994), il quale haimpiegato per tale stima lo stimatore GMM suggerito da Chan e alt.(1992).E' stata presa in considerazione anche la EDS con elasticit�a della varianza costante,indicata nel corso di questo lavoro come modello non vincolato. L'interesse in questaequazione deriva dal fatto che sia il processo di Ornstein-Uhlenbeck, che il processo\Radice Quadrata" possono essere considerati come suoi casi particolari, �ssato il va-lore dell'elasticit�a della varianza. Pertanto la restrizione sul valore di tale elasticit�apu�o essere sottoposta a veri�ca di ipotesi con l'obiettivo di discriminare quale sia il65



processo che ha condizionato il veri�carsi dei dati osservati e quindi fornire un criterioin base al quale poter scegliere tra i modelli proposti per la valutazione delle attivit�a�nanziarie quello che meglio si adatta ai dati. In letteratura non sono stati trovatiesempi di applicazione del metodo di Inferenza Indiretta per tale modello non vinco-lato.Gli esercizi Monte Carlo, nel caso del modello non vincolato hanno evidenziato alcuniimportati risultati. I HS-GMM hanno mostrato nei piccoli campioni un comporta-mento gravemente insoddisfacente, e propriet�a asintotiche piuttosto deboli. Le stimedi Inferenza Indiretta hanno mostrato un andamento nei piccoli campioni signi�cati-vamente migliore dei HS-GMM, anche se non completamente soddisfacente, mentresono stati ottenuti buoni risultati in termini di consistenza. E' importante sottoli-neare, per�o, che nel corso degli esercizi Monte Carlo per il modello non vincolato conampiezze campionarie non elevate si sono veri�cati casi abbastanza frequenti nei qualile procedure di ottimizzazione di entrambi i metodi di stima non hanno raggiunto laconvergenza.L'origine del cattivo funzionamento dei HS-GMM �e da ricercarsi nell'elevato grado diautocorrelazione tra le condizioni di ortogonalit�a che rende la funzione obiettivo piut-tosto piatta, e nel fatto che queste si basano sulla legge di probabilit�a marginale delprocesso soluzione che �e una legge di lungo periodo. Per le stesse ragioni i HS-GMMsovraidenti�cati non hanno fornito risultati degni di rilievo.Quanto illustrato suggerisce lo schiudersi di ulteriori �loni di ricerca. Nuove indaginipossono essere volte ad individuare condizioni di ortogonalit�a, derivate da quelle ge-nerali indicate da Hansen e Scheinkman (1995), alternative a quelle sviluppate inquesto lavoro che tendano a risolvere in particolare il problema dell'autocorrelazione.E' interessante, inoltre, investigare le possibilit�a di un ulteriore sviluppo metodologicoe computazionale della procedura di ottimizzazione del metodo di Inferenza Indirettaper l'EDS con elasticit�a della varianza non vincolata al �ne di pervenire ad un miglio-ramento della qualit�a delle stime nei piccoli campioni.I risultati ottenuti lasciano aperti, in�ne, temi di ricerca sulla possibilit�a di impiego deiHS-GMM per EDS con speci�cazioni alternative a quelle delle equazioni di Ornstein-Uhlenbek e \Radice Quadrata" del coe�ciente di di�usione per l'estensione al casodella volatilit�a non costante, in particolare alla di�usione dipendente esplicitamentedal tempo. La pricipale limitazione all'uso di queste EDS in �nanza �e legata alla dif-�colt�a della risoluzione della equazione alle derivate parziali che fornisce la formula divalutazione del prezzo delle attivit�a derivate.
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Appendice AL'integrale stocastico di Ito
Le equazioni di�erenziali stocastiche svolgono un ruolo centrale in molte applicazionidella matematica alle scienze naturali e all'ingegneria. Tali equazioni contengonoelementi che caratterizzano le strutture �siche dei fenomeni e dell'ambiente circostanteche esse descrivono e sono sperimentalmente determinate. Tuttavia questi fenomenisono spesso perturbati da eventi casuali e quindi la loro descrizione tramite le equazionidi�erenziali ordinarie appare poco realistica.Le Equazioni Di�erenziali Stocastiche (EDS) sono state sviluppate quindi con l'intentodi fornire uno strumento matematico che permetta una pi�u realistica formulazione delleequazioni per le scienze applicate.In modo intuitivo le EDS possono essere de�nite come equazioni di�erenziali che con-tengono elementi casuali. Tali elementi possono essere coe�cienti o qualche processostocastico. Di conseguenza, la soluzione di una EDS sar�a un processo stocastico ed ilproblema sar�a quello di determinare le sue propriet�a probabilistiche.Si consideri quindi l'equazione di�erenziale ordinaria:dx = �(x; t)dt (A.1)di punto iniziale x0.La (A.1) pu�o essere considerata come una EDS degenere perch�e priva del terminealeatorio. La (A.1) �e equivalente all'equazione integrale:x(t) = x0 + Z tt0 �(xs; s) dssotto condizioni di regolarit�a per la funzione �, che vengono utilizzate per garantirel'esistenza e l'unicit�a della soluzione.Si consideri ora il problema empirico:dXt = �(Xt; t)dt+ �(Xt; t)�tdt (A.2)di punto iniziale x0, dove il termine �(Xt; t)�t descrive delle uttuazioni casuali intera-genti con il sistema considerato.L'equazione (A.2) costituisce un modello generale di EDS adeguato per numerosi si-stemi naturali ed ingegneristici soggetti a perturbazioni casuali variabili nel tempo.67



Uno degli esempi pi�u noti della (A.2) �e l'equazione di Langevin per il moto Browianocomunemente riconosciuta come l'origine delle EDS.Si ricorda che un moto Browniano fWt; t > 0g �e un processo di Markov de�nito nellospazio di probabilit�a (
;F ;P) valori iniziale W0 = 0, ad incrementi indipendenti, conWt �Ws � N (0; (t� s)).Seguendo questa impostazione il termine �t �e una variabile aleatoria gaussiana standardper ogni t, e �(Xt; t) �e un fattore di intensit�a spesso dipendente dal tempo. Per la(A.2) si pu�o quindi de�nire l'equazione integrale soluzione:Xt = x0 + Z tt0 �(Xs; s) ds+ Z tt0 �(Xs; s)�s ds: (A.3)Osservando che l'integrale inde�nito di �t �e un moto Browiano, cio�e dWt = �tdt, la(A.3) pu�o essere riscritta nella forma :Xt = c+ Z tt0 �(Xs; s) ds+ Z tt0 �(Xs; s) dWs (A.4)che �e impiegata usualmente in letteratura.Le condizioni richieste per l'esistenza e l'unicit�a della soluzione indicata della (A.4)sono state illustrate nel paragrafo 2.2.Il problema della soluzione della (A.4) �e legata al moto Brawiano: infatti le traiettoriedi Wt, rispetto a cui si integra, non sono a variazione limitata, pertanto il secondointegrale della (A.4) non pu�o essere un integrale di Riemann-Stieltjes. Si necessitaquindi di una nuova de�nizione di integrale che permetta di risolvere questo problema,cio�e di un integrale stocastico.Gli approcci di maggiore interesse sono stati proposti da Ito (1951)1 e da Stratonovich(1966)2. L'integrale stocastico di Ito, ricopre un ruolo di grande rilievo per l'appli-cazione delle EDS specialmente in forza della sua propriet�a di essere, come funzionedell'estremo superiore di integrazione, una martingala.L'integrale stocastico di Ito viene dapprima de�nito per funzioni a scalini, e successi-vamente esteso per ogni funzione arbitraria attraverso approssimazione di tali funzionitramite quelle a gradini.Si consideri, quindi, uno spazio di probabilit�a (
;F ;P) su cui �e de�nito un processo dimoto Browiano fWt; t � 0g e si indichi con (Ft) la famiglia delle pi�u piccole �-algebreche rende Wt misurabili, tali che (Ft) 2 F . Sia t0 < t1 < :::: < tn = T una par-tizione dell'intervallo di integrazione [t0; T ]; una funzione � �e una funzione a gradinise �(s) = �(ti�1) per ogni s 2 [ti�1; ti) con i = 1; 2:::n. Per ogni funzione a gradini side�nisce integrale stocastico secondo Ito di � rispetto al moto Browniano Wt:Z tt0 �(s) dWs = nXi=1 �(ti�1)(Wti �Wti�1):Il valore atteso di tale integrale �e nullo, e si ha cheR tt0(a�1(s) + b�2(s)) dWs = a R tt0 �1(s) dWs + b R tt0 �2(s) dWs.1Ito, K. (1951), On Stochastic Di�erential Equation American Mathematical Society, n.42Stratonovich, R.L. (1966), A new rappresentation for stochastic integrals and equations,SIAM J. Control, vol. 4 68



Per ogni arbitraria funzione � Ft-misurabile esiste una successione di funzioni a gradinitale che limn!1 R tt0 j �(s)� �n(s) j2 ds = 0 con probabilit�a uno, si de�nisce alloraZ tt0 �n(s) dWs = nXi=1 �n(ti�1)(Wti �Wti�1):Si pu�o dimostare che limn!1 R tt0 �n(s) dWs = I(�) in probabilit�a, dove I(�) �e unavariabile casuale indipendente dalla speci�ca scelta della successione �n.De�nizione. Per ogni funzione �, Ft-misurabile, de�nita in [t0; T ], l'integrale stocasticosecondo Ito di � rispetto al moto Browniano Wt su [t0; T ] �e de�nito come la variabilealeatoria I(�) quasi-ovunque unicamente determinata da:Z tt0 �(s) dWs = limn!1 Z tt0 �n(s) dWsdove �n �e una successione di funzioni a gradini che approssimano � nel senso chelimn!1 R tt0 j �(s)� �n(s) j2 ds = 0 q.o. 2Tale integrale gode di alcune propriet�a tra le quali ricordiamo:1. Il valore dell'integrale resta immutato se la funzione � viene cambiata per ognis in un insieme di misura di Lebesgue nulla.2. L'integrale stocastico come funzione del suo estremo superiore �e una martingalarispetto alla famiglia di �-algebre Ft3. Sempre come funzione del suo estremo superiore, le traiettorie dell'integrale sto-castico sono quasi ovunque continue.4. Gli incrementi dell'integrale stocastico sono indipendenti5. Se la funzione � �e indipendente da ! 2 
 spazio degli eventi, l'integrale stocastico�e un processo Gaussiano in [t0; T ] di media nulla. Questo �e ad esempio il casodi � funzione costante.Un esempio classico del calcolo dell'integrale di Ito �e il seguente:Z tt0 Ws dWs = 12(W2t �W2t0)� 12(t� t0):Il lettore interessato ad una rigorosa introduzione di base alle EDS e all'integralesecondo Ito pu�o consultare il testo di Arnold (1974); il testo di Sobczyk (1991) appro-fondisce l'approccio applicativo verso la �sica e l'ingegneria. Il riferimento al testo diIkeda e Watanabe (1989), dove �e presente una trattazione approfondita delle EDS, �erivolto al lettore gi�a in possesso di nozioni sul tema a�rontato e di ampie conoscenzematematiche.
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Appendice BLa Soluzione approssimata della EDS lineare(2.10)
Si consideri l'EDS (2.10) di valore iniziale X0 = c:dXt = k(� �Xt)dt+ �g(Xt; )dWt:La determinazione della seguente soluzione approssimata segue quella proposta daRenault (1989) ed ha un carattere intuitivo. Si consideri l'equazione di�erenzialedeterministica: dXdt + kX = b(t)con valore iniziale X0 = c. Com'�e noto la soluzione generale di tale equazione ha laforma: X(t) = ce�kt + e�kt Z t0 eksb(s) ds (B.1)Ponendo b(s) = k� + �2g2(Xt; ) _W (t)e sostituendo nella (B.1) si ha l'espressione (2.12), ossia:Xt+�t = �(1� e�k�t) + e�k�tXt + e�k(t+�t) I t+�tt �g(Xs; )eks dWsNel caso in cui g(Xt; ) sia una funzione lineare in Xt la soluzione viene ricondottaalla (2.4).Nel caso in cui g(Xt; ) sia funzione non lineare in Xt, l'integrale di ItoI �g(Xs; )exp(k�t) dWssi pu�o approssimare come segue. Si consideri una partizione dell'intervallo [0; t] deltipo 0 < t1 < ::: < tk < ::: < t per k = 1; 2:: e con passo tk+1� tk = �t su�cientementepiccolo. Nell'intervallo [tk; tk+�t] la funzione integranda dell'integrale di Ito pu�o essereconsiderata costante, pertanto si pu�o scrivere la seguente soluzione approssimata:e�k(t+�t) � Z t+�tt �g(Xs; )eks dWs �= e�k�t�g(Xt; )[Wt+�t �Wt]:70



L'integrale ha quindi, in un intervallo di ampiezza �t, approssimativamente una leggenormale del tipo: N(0; e�2k�t�2g2(Xt; )�t):Si pu�o allora scrivere: Xti+�t = �(1� e�k�t) + e�k�tXti + �ti+�tdove �ti+�t � N(0; e�2k�t�2g2(Xti ; )�t):
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Appendice CIl Metodo Generalizzato dei Momenti
L'idea del Metodo Generalizzato dei Momenti (GMM) nasce dall'osservazione che seil modello �e esattamente speci�cato, allora il valore vero dei parametri di interesseveri�cher�a certe condizioni sui momenti. Quindi tali restrizioni possono essere usatenon solo come test per la speci�cazione del modello ma anche per de�nire i parametri.Si supponga, per esempio, che la variabile X abbia una distribuzione del tipo �(x; �)con E[X] = �, allora deve essere E[X � �] = 0.Uno dei vantaggi dei GMM come metodo di stima �e che esso ammette modelli che sonoconsistenti con diversi Processi Generatori dei Dati (DGP). Ogni DPG �e ammissibilese soddisfa un numero relativamente piccolo di restrizioni sui momenti, cosa che adesempio non �e possibile con il metodo di Massima Verosimiglianza dove il modellodeve essere completamente speci�cato.La condizione sui momenti che sotto esatta speci�cazione del modello sar�a veri�catadal valore vero dei parametri �0 sar�a del tipo:E[fi(xt; �0)] = 0 i = 1; 2:::Je verr�a indicata col nome di condizione di ortogonalit�a, J indica il numero di condizioniconsiderate, e k il numero dei parametri di interesse.Si supponga di osservare X1;X2::::XT variabili i.i.d. allora dal Teorema del LimiteCentrale possiamo a�ermare chelimT!1 1T TXt=1 fi(xt; �) = E[fi(xt; �)] q:o: i = 1; 2:::J:Si pu�o quindi impostare una funzione obiettivo per il problema di stima del tipo ErroreQuadratico Medio minimo. Poich�e il valore medio delle condizioni di ortogonalit�a �enullo per ipotesi per il valore vero dei parametri �0, si ha che lo stimatore dei GMM�e dato da: �̂(Dt) = argmin�  1T TXt=1 f(xt; �)!0Dt 1T TXt=1 f(xt; �)!dove Dt �e una matrice di pesi simmetrica de�nita positiva, convergente a D0 de�nitapositiva e f indica il vettore delle condizioni. Sotto le condizioni di regolarit�a pro-poste da Hansen (1982) lo stimatore �̂(Dt) �e consistente, asintoticamente normale,72



con matrice di covarianza dipendente dalla matrice dei pesi Dt scelta:V ar(pT (�̂ � �0)) � ��0Dt���1 �0Dt
Dt� ��0Dt���1dove � = � 1T PTi=1 @@�f(xt; �)� e 
 indica la matrice di covarianza delle f . Condizionenecessaria e su�ciente perch�e le stime GMM siano e�cienti �e che la matrice dei pesiDt sia uguale a 
�1 inversa della matrice di covarianza per le condizioni f . In base atale scelta si ha: V ar(pT (�̂ � �0)) � ��0
�1���1 :Si possono distinguere due casi: quello in cui il numero delle condizioni prese in esame�e pari al numero dei parametri, quindi k = J , e si parler�a di GMM esattamenteidenti�cati, e quello in cui k < J , parleremo di GMM sovraidenti�cati. Nel primo casola forma quadratica che de�nisce il problema di ottimo assume valore zero nel puntominimo, e la condizione di minimo di primo ordine non dipende dalla matrice dei pesiDt. In tal caso dunque la varianza dello stimatore non dipende dai pesi scelti e risultaminima. Nel caso dei GMM sovraidenti�cati la corretta determinazione della matrice
 assume un ruolo fondamentale per l'e�cienza delle stime. Nel caso in cui non siabbia ragione di ritenere che le condizioni f siano serialmente autocorrelate, allora:
 �  1T TXt=1 f(xt; �̂)!0 1T TXt=1 f(xt; �̂)! :Qualora si ritenga che le condizioni f presentino un certo grado di autocorrelazioneseriale, cosa abbastanza frequente nello studio delle serie storiche, la matrice 
 deveessere stimata correttamente. In generale l'ordine di autocorrelazione non �e noto edeve essere determinato in base a considerazioni esterne alla procedura di stima.Sono molte le stime di 
 proposte in letteratura in letteratura e si rifanno per lo pi�ua criteri non parametrici. La pi�u nota �e quella proposta da Newey e West (1987).Quindi nel caso sovraidenti�cato la procedura di stima avviene in due passi:1. Si determina la stima ~� di prima approssimazione scegliendo come pesi la matriceidentit�a. Le stime cos�� ottenute sono consistenti ma ine�cienti.2. Si calcola 
 per ~� e si determina�̂(
) = argmin�  1T TXt=1 f(xt; �)!0
�1(~�) 1T TXt=1 f(xt; �)!dove 
(~�) = V ar � 1T PTt=1 f(xt; ~�)�. Le stime �̂ cos�� determinate risultano con-sistenti ed e�cienti.Hansen (1982) propone un test per sottoporre a veri�ca la signi�cativit�a delle condi-zioni sovraidenti�cate, ovvero se considerare un numero di condizioni maggiori a quellodei parametri apporta un miglioramento statisticamente signi�cativo alla qualit�a dellestime. Tale test si basa sul fatto che la quantit�a:T  1T TXt=1 f(xt; �̂)!0Dt 1T TXt=1 f(xt; �̂)! � �2(J�k)73



quando Dt tende a 
�1.I metodi di stima dei Minimi Quadrati (LS), delle Variabili Strumentali (IV) e ilmetodo della Massima Verosimiglianza (ML) possono essere ricondotti ad una proce-dura di tipo GMM (Newey e McFadden, 1994).Si indichi con L(� j x) la funzione di Verosimiglianza e sia �̂ = argmax�L(� j x) lastima di ML. La condizione di minimo di primo ordine �e data: @@�L(� j x) = 0; quindiE h @@�L(� j x)i = 0 possono essere lette come condizioni di ortogonalit�a. Si ha inoltreche � �e il valore atteso della matrice hessiana e 
 �e il valore atteso dell'outer-productdelle derivate prime. Poich�e il sistema delle condizioni di ortogonalit�a �e esattamenteidenti�cato la matrice di covarianza per le stime coincide, come atteso, con l'inversadella matrice di informazione di Fisher.Nel metodo dei LS nel modello lineare classico si suppone che E[Xe] = 0, cio�e sirichiede che le variabili esplicative siano incorrelate con gli errori. Tale condizione pu�oessere letta come una restrizione di ortogonalit�a dei GMM, e in modo analogo peril metodo delle IV dove la condizione di incorrelazione tra le variabili strumentali egli errori possono essere lette come condizioni di ortogonalit�a dei GMM. Per ulterioriapprofondimenti e una trattazione pi�u completa dei GMM si rimanda il lettore inte-ressato al testo di Davidson e MacKinnon(1993, cap.17), al lavoro di Ogaki (1992) ea quello di Newey e McFadden (1994).
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Appendice DLa matrice di covarianza dei GMM conparametri di disturbo
La matrice di covarianza per le stime GMM con parametri di disturbo �e stata ricavataseguendo la dimostrazione fornita da Gourieroux, Monfort e Renault (1991) per lastime GMM a due stadi.Siano E[f(xt; �; �̂) j�̂] = 0le condizioni di ortogonalit�a per i parametri di interesse � dove �̂ sono stime consistentidei parametri di disturbo �, e siaG = E �@f@� � = E �@f(xt; �0; �0)@� �e 
(f) = 
(f(xt; �0; �0)) la matrice di covarianza tra le condizioni f , dove �0 e �0indicano il valore vero dei parametri. SianoE[g(xt; �)] = 0le condizioni di ortogonalit�a per la stime GMM dei parametri di disturbo � e sia� = E �@g@� � = E �@g(xt; �0)@� �e con �(g) = �(g(xt; �0)) la matrice di covarianza tra le condizioni g.Lo stimatore GMM con parametri di disturbo �e ottenuto come soluzione del problemadi minimo: �̂(W ) = argmin�  1T TXt=1 f(xt; �; �̂)!0W�1T  1T TXt=1 f(xt; �; �̂)!La condizione di minimo di primo ordine �e data da:1T TXt=1 @f@�0 (xt; �̂; �̂)W�1T 1T TXt=1 f(xt; �̂; �̂) = 0
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Si consideri l'espansione del primo ordine di 1T PTt=1 f(xt; �̂; �̂) in un intorno di (�0; �0)e moltiplicando tutto per pT si ha:1pT TXt=1 f(xt; �̂; �̂) � 1pT TXt=1 f(xt; �0; �0) + 1T TXt=1 @f@� (xt; �0; �0)pT (�̂ � �0)(D.1)+ 1T TXt=1 @f@� (xt; �0; �0)pT (�̂ � �0)Sostituendo nella condizione di primo ordine:1T PTt=1 @f@�0 (xt; �̂; �̂)W�1T � 1pT PTt=1 f(xt; �0; �0)+ 1T PTt=1 @f@� (xt; �0; �0)pT (�̂ � �0) + 1T PTt=1 @f@� (xt; �0; �0)pT (�̂ � �0)� = 0Sotto condizioni di regolarit�a, per il Teorema del Limite Centrale si ha:limT!1 1T TXt=1 @f@� (xt; �̂; �̂) = E �@f@� � = Ge dove @f@� = @f@� (xt; �0; �0):Quindi la condizione di primo ordine diventa:E � @f@�0 �W�1 1pT TXt=1 f +E �@f@� �pT (�̂ � �0) +E �@f@� �pT (�̂ � �0)! = 0dove f = f(xt; �0; �0).Sviluppando il prodotto e ricordando che G = E[@f@� ] si ha che:G0W�1 1pT TXt=1 f + G0W�1GpT (�̂ � �0) + G0W�1E � @f@� 0 �pT (�̂ � �0) � 0:Ricavando pT (�̂ � �0) si ha:pT (�̂ � �0)� (G0W�1G)�1G0W�1 1pT PTt=1 f + (G0W�1G)�1G0W�1E h @f@�0 ipT (�̂ � �0)e quindipT (�̂ � �0) � (G0W�1G)�1G0W�1 " 1pT TXt=1 f + E � @f@� 0 �pT (�̂ � �0)#Se la funzione 1pT TXt=1 f76



e lo stimatore pT (�̂ � �0) sono congiuntamente asintoticamente normali allorapT (�̂ � �0) �e asintoticamente normale, con matrice di covarianza asintotica data da:V arasypT (�̂ � �0) = (G0W�1G)�1G0W�1
?W�1G(G0W�1G)�1dove 
? = V arasy  1pT TXt=1 f +E � @f@� 0 �pT (�̂ � �0)!Quest'ultima matrice �e sviluppata nel corso del paragrafo 3.5.In accordo con la teoria dei GMM anche in questo caso esiste la scelta ottimale dellamatrice dei pesi W che �e W = 
? che minimizza la varianza asintotica della stime.Per questa speci�ca scelta si ha:V arasypT (�̂ � �0) = (G0
�1? G)�1
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Appendice ELe condizioni di regolarit�a per i GMM conparametri di disturbo
Condizioni di regolarit�a per l'esistenza, la consistenza e l'asintotica normalit�a deglistimatori GMM con parametri di disturbo possono essere dedotte da quelle proposteda Gourieroux, Monfort e Renault (1991) per gli stimatori GMM a due stadi.Si pone:1. Il processo fXt; t 2 [t0; T ]g �e stazionario ed ergodico.2. I parametri di interesse � appartengono ad un sottoinsieme compatto B di IRk,dove k �e il numero di parametri di interesse, e il valore vero �0 di � �e interno aB.3. La funzione f(xt; �; �) delle condizioni di ortogonalit�a �e misurabile rispetto a xe di�erenziabile rispetto a � e a � per ogni �, e � appartenenti a B.4. Il valore atteso E[f(xt; �; �̂)] esiste per ogni � e �.5. Il sistema E[f(xt; �; �̂)] = 0 ammette �0 come unica soluzione.6. Il rango della matrice E h@f@� (xt; �; �)i �e k.7. Il processo Zt =  f(xt; �0; �0)g(xt; �0) ! ;�1 < t < +1, dove g(xt; �0) indicano lecondizioni di ortogonalit�a per la stima consistente dei parametri di disturbo, �etale per cui E(Z0Z 00) esiste ed �e �nita e E(Z0 j Z�j ; Z�j�1::::) converge in mediaquadratica a zero per j che tende all'in�nito.8. Il processo Zj = E(Z0 j Z�j ; Z�j�1:::::)� E(Z0 j Z�j�1; Z�j�2:::::), per j � 0 �etale che P1j=0E(Z 0jZj) 12 �e �nita.Le condizioni 7 ed 8 implicano cheE " f(xt; �0; �0)g(xt; �0) # = 0; �1 < t < +178



e forniscono condizioni su�cienti per l'applicazione del Teorema del Limite Centraleper processi stazionari ed ergodici (Hansen 1982).
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