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Capitolo 1

Introduzione

La statistica e una scienza multidisciplinare che costruisce le proprie fondamen-
ta col rigore del linguaggio matematico per trovare applicazione in moltissimi
campi assai diversi I’'uno dall’altro, dalle scienze naturali a quelle sociali.

La fisica sperimentale rientra in questa vasta schiera di domini nei quali
la statistica trova un utilizzo abituale. Questo legame e enfatizzato qualora si
ricordi che gli albori delle scienze statistiche sono legati ai nomi di Newton,
Bernoulli, Gauss, scienziati che hanno fatto al tempo stesso la storia della
fisica.

[’analisi dei dati in un esperimento di fisica necessita sempre di opportu-
ne metodologie statistiche per trattare 1’aleatorieta che caratterizza qualsiasi
tipo di misura. Fondamentale ¢ poi 'apporto della statistica nel confron-
to continuo tra modello ed esperienza che costituisce 1’essenza del processo
deduttivo-induttivo alla base di tutte le scienze sperimentali, fisica inclusa.

Talvolta capita che le condizioni sperimentali siano tali da richiedere un’in-
novazione o un riadattamento peculiare delle metodologie statistiche esistenti.
Ci e sembrato che questo potesse essere il caso per 'esperimento VIRGO in
allestimento nella piana di Cascina (Pi) ed in procinto di entrare in funzione
per una prima fase di caratterizzazione strumentale nel corso del 2001 .

1.1 Un interessante problema

VIRGO & uno strumento interferometrico di cospicue dimensioni progettato
per la rivelazione di onde gravitazionali, un fenomeno fisico previsto dalla teo-

ria della relativita generale, ma non ancora direttamente osservato. L’analisi



dei dati da effettuare riguarda sostanzialmente la serie storica delle variazioni
di distanza tra due masse di riferimento, come descritto in [45]. Benché lo
strumento sia in fase avanzata di realizzazione, la definizione di metodologie
per il trattamento dei dati che da esso verranno prodotti e tuttora in pieno
fermento e alla ricerca di nuovi contributi.

A rendere interessante il problema da un punto di vista statistico contri-

buiscono una serie di fattori:

e una complessa componente di rumore che rende particolarmente ardua la
rivelazione dei segnali gravitazionali. Al rumore strumentale contribuisce
una vasta e diversificata varieta di sorgenti tra cui, per citarne alcune:
il tremolio microsismico locale, la statistica poissoniana dei fotoni dei
laser impiegati nella misura®, Pagitazione termica delle varie parti dello
strumento, le variazioni di disposizione delle masse circostanti?. Per
alcune delle previste sorgenti di rumore vengono predisposte delle misure
periodiche da registrare in serie storiche covariate, per altre cio non e
possibile. Nel complesso ci si aspetta un rumore fortemente correlato,
presumibilmente stazionario solo per intervalli limitati di tempo e per il

quale non e detto che sia del tutto accettabile 'ipotesi di gaussianita;

e segnali da rivelare che in molti casi sono conosciuti solo approssimativa-
mente e per i quali conseguentemente non sono applicabili metodologie
ottimali (come il test del rapporto di verosimiglianza) o strettamente
parametriche;

e un’enorme mole di dati acquisiti a 10-20 KHz, cioe uno ogni 0.1-0.05 mil-
lisecondi, per diversi mesi consecutivi; tali dati devono essere analizzati
in tempi confrontabili con quelli di acquisizione, con conseguente richie-
sta di metodologie computazionalmente non intensive, a volte a scapito

di altre loro desiderabili proprieta.

Di fatto va poi sottolineato che gli eventi selezionati in prima battuta come

possibili fenomeni di origine gravitazionale dovranno essere successivamente

'L energia della luce ¢ trasportata in pacchetti discreti detti fotoni. L’intensita della luce
misurata da un rivelatore e legata al numero di fotoni che nell’unita di tempo arrivano sul
rivelatore stesso. Tale numero & in realta una variabile casuale con distribuzione di Poisson.

2Con la conseguenza di variare 'attrazione gravitazionale esercitata sulle masse di
riferimento.



validati per mezzo di un’analisi di coincidenze temporali con serie indipendenti
di osservazioni, provenienti da altri strumenti per la rivelazione di onde gravi-
tazionali ed osservazioni astronomiche. Anche questa fase rientra a pieno titolo
nelle competenze della statistica e puo presentare problemi assai complessi e
aperti a innovazioni metodologiche, come, ad esempio, 1’analisi congiunta e
contemporanea di piu serie storiche che misurano lo stesso fenomeno utilizzan-
do diverse strumentazioni o la meta-analisi di databases di eventi molto diversi

ma potenzialmente correlati.

1.2 La scelta delle wavelets

Molti sono i tipi di approccio che si possono scegliere per ’analisi di serie sto-
riche a seconda del contesto e delle finalita dell’analisi che si intende svolgere.
L’interesse puo essere focalizzato sulla capacita di prevedere ’andamento futu-
ro della serie, come spesso accade in campo economico. Nelle discipline fisiche
invece si e di norma interessati ad interpretare ’andamento passato della serie
e scomporlo in componenti con distinti e specifici significati nel contesto in cui
si opera. Anche nella scelta dei modelli da adottare si fronteggiano filosofie
diverse, da modelli guidati prevalentemente dai dati (ARMA, GARCH etc., si
veda ad esempio [27]) a modelli costruiti sulla base di qualche schematizzazio-
ne a priori del fenomeno oggetto di studio, fino ad arrivare ad un’inclusione
delle conoscenze a priori in qualche forma di modello bayesiano (come proposto
ad esempio nel caso dei Dynamic Models, [49]). Naturalmente la distinzione
tra i vari possibili approcci non ¢ marcata da confini invalicabili, a volte si
puo trattare di sfumature piuttosto labili e spesso e conveniente condurre in
parallelo analisi con metodologie e assunzioni diverse.

Nel campo delle scienze fisiche modelli che consentano una scomposizione
della serie storica in termini di un insieme di elementi di chiara interpretazione
sono quasi sempre la scelta da preferire, visto che le finalita sono assai piu
spesso interpretative che di previsione.

Inoltre in questo campo per consuetudine c¢’e¢ una diffusa tendenza a pri-
vilegiare I’analisi nel dominio delle frequenze, ricorrendo alle densita spettrali,
piuttosto che non direttamente nel dominio temporale. In effetti questa pro-

pensione manifesta ’abitudine a trattare serie storiche stazionarie del secondo



ordine, quelle per cui ha senso parlare di densita di potenza spettrale.

D’altra parte in presenza di segnali impulsivi, specie se di breve durata,
o comunque di fenomeni che non si manifestino con una certa regolarita, il
dominio temporale e di solito pitt adeguato.

I due domini sono perfettamente complementari: rappresentando una serie
storica nel suo dominio temporale non si evidenziano i contributi dati dalle
varie frequenze, mentre nella sua rappresentazione di Fourier si perde ogni
possibile localizzazione temporale. Nasce cosi 1’esigenza di ricorrere ad altre
trasformazioni che siano in grado di fornire informazioni su eventuali perio-
dicita senza perdere la capacita di seguire nel tempo i possibili cambiamenti
delle caratteristiche della serie analizzata. La trasformata di Gabor (o, pit in
generale, le Short Time Fourier Transform), la trasformata wavelet continua,
la distribuzione di Wigner-Ville e molte altre sono tutti strumenti matemati-
ci che offrono la possibilita di rispondere a questa esigenza di rappresentare
la serie storica oggetto di studio simultaneamente nel dominio dei tempi e in
quello delle frequenze; si veda [22] o [41].

Alla luce di queste considerazioni 'utilizzo delle rappresentazioni appe-
na citate risulta particolarmente promettente per 1’analisi di dati come quelli
prodotti nell’esperimento VIRGO. Infatti ad una varieta di caratteristiche da
cogliere a frequenze diverse si affianca la necessita di una localizzazione tempo-
rale, come conseguenza di contributi (di rumore e di segnale) di durata limita-
ta e di probabili evoluzioni temporali della componente di rumore localmente
considerata come stazionaria.

Molte sono le caratteristiche e le proprieta che differenziano tra loro le
varie rappresentazioni tempo-frequenza ed elencarne vantaggi e svantaggi va
al di la degli scopi di questa introduzione. Tuttavia deve essere ricordato
che ogni rappresentazione di questo tipo e sempre soggetta al principio di

indeterminazione:

At - Af > cost

ossia non puo arbitrariamente migliorare la propria risoluzione temporale At
se non a scapito della propria risoluzione in frequenza Af (e viceversa). Le
diverse rappresentazioni citate si distinguono anche per le differenti modalita
di risoluzione con cui ottemperano al principio di indeterminazione.

Le trasformate wavelet offrono la proprieta di incrementare la risoluzione in
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frequenza alle basse frequenze e di migliorare viceversa la risoluzione temporale
alle alte frequenze (tipiche di fenomeni rapidi). In effetti questa proprieta sem-
bra adattarsi perfettamente al problema della ricerca di segnali (o di rumori)
impulsivi di durata limitata in un sottofondo di rumore lentamente variabile
nel tempo, come in VIRGO ci si aspetta che accada, ad esempio, per i segnali

originati in esplosioni di supernovae.

Altro elemento a favore delle wavelets e il loro consolidato impiego in am-
bito statistico non parametrico: si consulti [3] o [44]. In questo contesto le
wavelets vengono sfruttate per imporre ben determinate caratteristiche di re-
golarita a distribuzioni o funzioni da adattare a dati empirici: ad esempio si
sfrutta questa metodologia per la stima non parametrica di densita di proba-
bilita o di curve di regressione, [33], [2]. Nel caso di VIRGO questo tipo di
impiego € pertinente in tutte quelle (molte) situazioni in cui non sia disponibile
un’affidabile modellistica parametrica di cio che si sta cercando, sia esso un

segnale gravitazionale o una caratteristica del rumore sperimentale.

Inoltre I'uso di metodi non parametrici basati sulle wavelets e stato propo-
sto anche per un campo classico come quello della stima di densita di potenza
spettrale per serie storiche stazionarie, [25], a fianco di una grande varieta
di altri metodi ormai ben consolidati. Ancora pil interessanti sono i recenti
tentativi di utilizzare le wavelets per la costruzione di una sorta di spettro
evolutivo per serie storiche caratterizzate da qualche forma di locale staziona-
rieta, [36], [20], come sarebbe lecito attendersi dal rumore lentamente variabile
di VIRGO.

Infine un altro vantaggio offerto dalle trasformate wavelet e quello di es-
sere calcolabili per mezzo di algoritmi computazionalmente efficienti, [34], e
quindi di mantenere in termini accettabili i tempi di calcolo anche per cospicui
flussi di dati. Va aggiunto che alcune varianti, quali la trasformata wavelet
discreta o la decomposizione in pacchetti wavelet, offrono delle rappresenta-
zioni della serie analizzata convenientemente “parsimoniose”: in questi casi la
serie viene scomposta su una base ortonormale completa, a differenza del caso
della trasformata wavelet continua o di altre rappresentazioni, come la Wigner-
Ville, in cui la scomposizione avviene su una base sovracompleta (cio¢ con una
certa ridondanza). Benche le rappresentazioni su basi sovracomplete siano ti-
picamente di maggiore intelligibilita a fini di interpretazione, la parsimonia di



coefficienti offerta dalle basi complete diviene una proprieta particolarmente

attraente quando ci si trovi a fronteggiare delle moli di dati enormi come quelle
prodotte da VIRGO.

1.3 La struttura del lavoro

Nel capitolo 2 viene definito con rigore formale il tipo di problema che si inten-
de affrontare in questo lavoro. Alcune delle soluzioni proposte in letteratura
per questo problema sono discusse nella sezione 2.1. Nella successiva sezione
2.2 vengono introdotte alcune originali metodologie per la soluzione del proble-
ma posto, costruite grazie allo strumento matematico della rappresentazione
wavelet discreta. Le proprieta teoriche ed alcuni aspetti pratici di queste me-
todologie originali vengono approfonditi nelle sezioni 2.2.1, 2.2.2 e 2.2.3. Nella
sezione 2.3 si estende il campo di applicazione delle metodologie proposte dal
semplice caso di rumore bianco al caso, assai piu generale, di rumore correlato
e localmente stazionario.

Nel capitolo 3 si applicano i risultati del capitolo 2 ad uno specifico pro-
blema applicativo, quello della rivelazione di una particolare classe di segnali
gravitazionali grazie all’esperimento VIRGO. Nella sezione 3.1 si introduco-
no alcuni criteri di valutazione delle metodologie utilizzate nel contesto della
rivelazione dei segnali gravitazionali. I risultati ottenuti per questa specifica
applicazione con le metodologie proposte in questo lavoro vengono discussi
nella sezione 3.2, confrontandoli con i risultati ottenibili con le metodologie
presentate in letteratura. Nelle sezioni 3.2.1 e 3.2.2 si valuta 'influenza delle
scelte operate per alcuni parametri, mentre nella sezione 3.3 si affronta il me-
desimo problema applicativo tenendo pero conto della struttura di correlazione
del rumore strumentale. La sezione 3.4 pone il problema di combinare le pre-
stazioni ottenute dalle varie metodologie con le esigenze effettive del problema
applicativo oggetto di studio.

Infine nella sezione 4.1 si discutono i risultati ottenuti nel presente lavoro,
sia dal punto di vista fisico che da quello statistico. La sezione 4.2 ricorda
alcuni problemi incontrati che necessitano di ulteriori approfondimenti e indica
alcune linee di ricerca da seguire per futuri lavori. L’appendice A conclude la
tesi, fornendo una semplice introduzione alla teoria delle wavelets.



Capitolo 2

Metodologie per la rivelazione
di eventi transienti

Il problema che ci si propone di affrontare in questo capitolo e quello di rivelare,
su base statistica, la possibile sovrapposizione di un segnale di breve durata s
in una serie storica di rumore X gaussiano e localmente stazionario in senso
debole per tempi pit lunghi della durata dell’eventuale segnale. Si assume che
la conoscenza sul segnale da ricercare sia molto ridotta e che per tale motivo si
sia costretti a rinunciare all'implementazione di un test ottimale come quello
effettuato sulla base del rapporto di verosimiglianza.

L’analisi riguarda dunque una serie storica a tempi discreti Yy, (k € Z)
ottenuta dal campionamento di una serie continua ad intervalli di tempo t..

Per i dati della serie si adotta il seguente elementare modello:

Y, — {Xk, se il segnale non ¢ presente (ipotesi nulla Hy); (2.1)

Xy, + sk, altrimenti (ipotesi alternativa H).
Si suppone di conoscere approssimativamente la durata del segnale s e la sua
larghezza di banda, limitata ad una frequenza di taglio superiore sensibilmente
pit piccola della frequenza di campionamento f. = 1/t.. A parte queste as-
sai scarne informazioni non si dispone di nessuna conoscenza sull’andamento
temporale del segnale. Il rumore X, chiaramente di tipo additivo nel modello
proposto, € supposto essere gaussiano e localmente stazionario, termine col
quale si intende che la corrispondente matrice di varianza e covarianza puo es-
sere soggetta ad una lenta evoluzione temporale. Inizialmente sara considerato
semplicemente un rumore bianco con varianza o% incognita; in una seconda

fase si affrontera il caso di un rumore correlato.



Questo tipo di problema risulta di rilevante interesse nel contesto dell’espe-
rimento VIRGO. Infatti allo stato attuale 1’astrofisica teorica non e in grado
di proporre modelli attendibili ed accurati per un importante tipo di segnale
che ci si propone di rivelare con VIRGO: le onde gravitazionali originate nel
corso dell’esplosione con cui stelle di grande massa (maggiore di 7-8 masse
solari) pongono fine alla propria esistenza. Si tratta di un evento impulsivo
con una durata limitata approssimativamente a qualche decina di millisecondi.
Per contro ci si aspetta che il rumore dello strumento, benché non staziona-
rio, abbia una componente prevalente con caratteristiche variabili su tempi
che vanno da qualche minuto a molte ore; in questa situazione, localmente,
ha senso parlare di densita di potenza spettrale per il processo stocastico del

rumore strumentale.

Per la verita esiste anche una serie di alterazioni aleatorie della configu-
razione strumentale che originano una componente impulsiva e sporadica del
rumore. Si pensi ad esempio al caso dei microscopici cedimenti meccanici di
alcune parti delle sospensioni che sostengono il peso delle masse di riferimento,
per isolarle dalle vibrazioni del terreno su cui e installato lo strumento. Sebbe-
ne queste fenomenologie rientrino senza dubbio nella categoria del rumore, si

‘

preferisce indicarle piuttosto col termine di “voci strumentali” per distinguer-
le dalla componente localmente stazionaria del rumore. In effetti per quanto
riguarda gli scopi di questa tesi le voci strumentali vengono considerate come
veri e propri segnali da rivelare. Infatti nel caso in cui anche per esse la mo-
dellistica fisica sia insoddisfacente, la loro individuazione e perseguibile con le
stesse metodologie proponibili per i segnali gravitazionali transienti indicati in

precedenza.

Per quanto appena detto dunque il problema che ci si pone & esteso al-
la ricerca della possibile presenza di un evento transiente di limitata durata
senza porre vincoli sulla sua natura, sia esso frutto del passaggio di una vera
onda gravitazionale o la manifestazione di una voce strumentale. Si rimanda
ad una eventuale fase successiva il tentativo di distinguere tra una di queste
due possibilita e quella di una peculiare realizzazione della componente quasi

stazionaria del rumore, indicata con la significativa locuzione “falso allarme”.

Dato il modello 2.1 proposto per la serie storica da analizzare e vista 1’assen-



za di conoscenza a priori sulla forma del possibile segnale s, & nella categoria dei
test di ipotesi non parametrici o semi-parametrici che debbono essere ricercate
le metodologie atte a discriminare tra l'ipotesi nulla H, di solo rumore quasi
stazionario nei dati e quella alternativa H; in cui un transiente si sovrappone
al rumore stesso. Naturalmente e auspicabile trovare tests che garantiscano
un’elevata potenza per il maggior numero possibile di segnali. In altre parole
un buon test per questo tipo di problema dovrebbe essere generalmente ro-
busto rispetto all’andamento temporale di ogni possibile transiente; e inutile
garantirsi elevate potenze solo per alcuni particolari transienti a scapito della
potenza per altri segnali, dal momento che le conoscenze a priori sono troppo
ridotte per esprimere delle preferenze.

2.1 1 test proposti in letteratura

Le soluzioni proposte per il problema descritto in precedenza si basano su sta-
tistiche test calcolate per una “finestra” di dati contigui nella serie storica.
Il valore ottenuto da tali statistiche viene quindi confrontato con un corri-
spondente valore di soglia individuato in funzione del massimo numero di falsi
allarmi, generati dalla componente stazionaria del rumore, che mediamente si
e disposti a tollerare nell’'unita di tempo. Questa procedura viene quindi ripe-
tuta su una sequenza di finestre con istante iniziale crescente, al fine di coprire
i dati dell’intera serie storica.

Si deve poi aggiungere che, in generale, nei lavori che hanno trattato I’ar-
gomento della rivelazione di segnali transienti nel contesto dell’esperimento
VIRGO, e sempre stata fatta 1’assunzione di rumore bianco, cioé¢ non corre-
lato, e con varianza nota. E chiaro che questa assunzione non e altro che
una comoda semplificazione, in netto contrasto con la situazione reale in cui
ci si attende che il rumore di VIRGO presenti una struttura di correlazione
assai complessa. Questa semplificazione tuttavia risulta piu accettabile consi-
derando che si prevede di sottoporre i dati originali di VIRGO ad opportune
procedure di whitening che trasformino la serie storica in modo da eliminare la
correlazione nella componente di rumore; esempi di procedure di questo tipo,
fondate su un modello autoregressivo eventualmente adattivo per il rumore
strumentale, sono descritte in [13] o in [1].
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A fronte di queste caratteristiche comuni, le soluzioni proposte si differen-
ziano per la statistica utilizzata nel test di ipotesi da effettuare sui dati di una
singola finestra. Nel seguito vengono descritte alcune possibili scelte per la
statistica da utilizzare; si assume che la finestra comprenda n dati consecutivi
della serie storica oggetto di analisi e che, sotto I'ipotesi nulla, tali dati siano la
realizzazione di variabili Xy, k € {1,2,...,n}, indipendenti ed identicamente

distribuite secondo una distribuzione normale di media nulla e varianza o%.

2.1.1 Bin Counting.

Per la classe di test descritta in precedenza, la statistica probabilmente piu
intuitiva ¢ quella che cerca di contare quanti sono, tra gli n dati sotto esame,
quelli che assumono valori distanti dalla media 0 piu di r volte il valore della
standard deviation ox. Questo approccio viene in effetti proposto in [4]. Si
introducono le variabili aleatorie:
1, sel|Yi| >rox;
Z = ’ . . ! 22

F { 0, altrimenti. (2.2)
Sotto ipotesi nulla anche queste variabili come le Y; sono indipendenti e iden-
ticamente distribuite, ma con distribuzione di Bernoulli con probabilita:

2 too 2
Dy = —27r/ e” 2 dz, (2.3)

facilmente calcolabile per ogni fissato valore di r a partire dalla distribuzione
normale standard. La statistica test che conteggia il numero di dati, tra gli n
considerati, che in valore assoluto eccedono rox ¢ dunque definita da C,, =
Y r—1 Zi, € sotto ipotesi nulla segue una distribuzione binomiale:

Pr(Cypn = c|r,n) = <Z> P (1= p)"C. (2.4)

I pedici indicano come la statistica sia definita dalle scelte fatte per i due

parametri r ed n.

2.1.2 Norm Filter.

La sovrapposizione di un segnale alla usuale presenza del rumore nella serie

storica portera ad un locale incremento dell’energia nella serie stessa, ovvero

10



ad un aumento del massimo della funzione di autocorrelazione che si ottiene
in ogni caso per il lag 0 (cioe la varianza). Percio in [4] si propone di utilizzare
come statistica test 1’energia di n dati consecutivi nella serie storica data da
E, =Y _, Y2 Supponendo che % sia nota, E,/o% sotto ipotesi nulla ha una
distribuzione chi quadro con n gradi di liberta, mentre sotto ipotesi alternativa
ha una distribuzione chi quadro non centrale con gli stessi gradi di liberta ed
un parametro di non centralita che dipende dal segnale. L’unico parametro da
cui dipende questa statistica e la cardinalita n dell’insieme di dati consecutivi
considerato.

2.1.3 Norm of the Autocorrelation

La funzione di autocorrelazione per gli n dati presi in esame e data da:

| N
Al — f Yk Yk+l. (25)

n=ta
per [ = 0,1,...,n — 1. Sotto ipotesi nulla, se 0% & nota, 4;/c% non & altro

che una possibile stima della correlazione del rumore al lag [. Dal momento
che si assume di avere a che fare con un rumore bianco, cioé non correlato,
il suo contributo ad A, si concentrera nel lag [ = 0. Viceversa il segnale che
si sta cercando sara sicuramente correlato e contribuira ad A; anche per altri
lags [. Sulla base di queste considerazioni in [9] viene definita una norma della

funzione di autocorrelazione in cui si esclude il contributo al lag [ = 0:

(2.6)

e la si usa come statistica test per individuare la presenza di un segnale negli
n dati considerati. La distribuzione esatta per questa statistica non e triviale
anche nel caso dell’ipotesi nulla e viene determinata con simulazioni o con

approssimazioni ad altre distribuzioni.

2.1.4 Slope Filter

Con le assunzioni fatte sulle caratteristiche del rumore non ci si aspetta che esso
manifesti alcun tipo di trend su n dati consecutivi. Percio in un adattamento
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lineare, col metodo dei minimi quadrati, la stima del coefficiente di pendenza
dovrebbe dare valori prossimi a zero a meno che un segnale non sia sovrapposto

al rumore. Questo coefficiente puo essere riscritto come:

1< nk—3 " i

R 25>ttt &0
e in [9] viene utilizzato come statistica test per verificare la sovrapposizione di
un segnale al rumore. Nel caso in cui tale segnale sia assente, la distribuzione
di S,, ¢ gaussiana (in quanto combinazione lineare di variabili gaussiane) con
media nulla e varianza pari a 12/[n(n? — 1)]; altrimenti la distribuzione rimane
ancora gaussiana e con la medesima varianza, ma con una media data dalla
pendenza media del segnale nella finestra di dati considerata. La larghezza n
di tale finestra e I'unico parametro da cui dipende la statistica S,,.

2.1.5 Oftfset Filter

In presenza di un segnale le distribuzioni marginali dei singoli dati Y} conti-
nuano a rimanere gaussiane e con la stessa varianza, ma con un valore della
media in generale non nullo e diverso per ogni singolo dato. Se il segnale &
caratterizzato da variazioni temporali lente rispetto al tempo di campionamen-
to, allora i valori delle medie per dati consecutivi sono tra loro simili e si puo
pensare che quindi anche la media O,, = >} _, Y;/n si discosti da zero per un
qualche insieme di n dati consecutivi. Anche in questo caso la distribuzione
della statistica test O,, & gaussiana con varianza pari a 0% /n e media o nulla,
nel caso in cui il segnale sia assente, oppure pari alla media del segnale nella
finestra di dati considerata, la cui larghezza n e I'unico parametro da scegliere
anche per questo tipo di statistica, presentata in [28].

2.1.6 Peak Correlator

Un metodo per cogliere la presenza di un segnale sommerso dal rumore &
ottenibile dalla ricerca del suo picco principale. A tale scopo in [5] si pro-
pone di calcolare la correlazione tra la sequenza di dati ed un andamen-
to di tipo gaussiano g,(k) = exp(—k?/7?), definendo come statistica test
P, = > 1 9-(k—n/2)Y,. Ancora una volta sotto ipotesi nulla la stati-

stica test e combinazione lineare di variabili gaussiane a media nulla e dunque
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ha a sua volta una distribuzione gaussiana a media nulla la cui varianza e data
dal prodotto di 0% per la media dei quadrati dei pesi impiegati nella combina-
zione lineare. Nel caso in cui valga l'ipotesi alternativa la distribuzione rimane
gaussiana e con la stessa varianza, ma il valore medio ¢ dato dalla correlazione
tra il segnale puro e g,. E da notare come questa statistica sia prevedibilmente
potente solo nel caso in cui la scelta del parametro 7 sia operata sulla base di
una buona conoscenza della larghezza del picco principale del segnale che deve
essere rivelato. In mancanza di questa conoscenza sul segnale & necessario ap-
prontare una griglia di valori per 7 e con essa definire un insieme di statistiche

simultanee da impiegare per la rivelazione del segnale stesso.

2.2 1 test wavelet

Tutte le statistiche introdotte in precedenza sono trasformazioni della serie sto-
rica Y1, Ys,...,Y, assai poco influenzate dalla struttura di correlazione dei dati
ai lags piu piccoli, zero escluso. In altre parole sono principalmente i contributi
di bassa e media frequenza della serie a determinare il valore delle statistiche
test. Cio ha una sua logica, dal momento che il teorema di Nyquist (si veda
[40]) indica come adeguata al campionamento di un segnale una frequenza al-
meno doppia rispetto alla frequenza piu alta del segnale stesso. Tipicamente
si adottano campionamenti ancora piu fitti per avere una migliore descrizione
del segnale. In effetti anche nel caso di VIRGO verra adottata una frequenza
di campionamento di 10-20 KHz, molto maggiore rispetto alle frequenze piu
elevate che dovrebbero caratterizzare i segnali da rivelare.

[’affermazione appena fatta svela come in realta non si sia proprio del tutto
privi di indicazioni sui segnali da rivelare, ma che, anche nei casi peggiori, si
abbia un’idea grossolana della banda di frequenza ad essi associata, grazie ai
modelli teorici proposti dai fisici. Inoltre si assume che tali modelli forniscano
un’indicazione almeno approssimativa sulle durate dei segnali da rivelare. Que-
ste conoscenze permettono di fare scelte sui valori da adottare per i parametri
delle statistiche descritte in precedenza o per costruirne di nuove.

Risulta dunque logico cercare di costruire nuove statistiche pensandole co-
me filtri passa-basso o passa-banda da applicare alla porzione di serie storica
di volta in volta sotto esame.
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Da questo genere di considerazioni nasce l'idea di utilizzare lo strumento
delle trasformate wavelet per costruire nuovi test di ipotesi finalizzati alla
soluzione del problema della rivelazione di segnali transienti di forma ignota.
Infatti con le wavelets e possibile definire un insieme ben strutturato di filtri
passa-banda e passa-basso con cui ottenere una scomposizione del segnale nel
dominio tempo-frequenza. Cio vuol dire che si ha la possibilita di seguire
I’evoluzione temporale della rilevanza dei contributi al segnale che provengono
dalle varie bande di frequenza. Questo non sarebbe possibile con un’usuale
trasformata di Fourier, in quanto gli elementi della base di questa trasformata,
seni e coseni, sono definiti sull’intero asse reale senza essere localizzate attorno
ad un suo punto specifico.

La trasformata wavelet discreta utilizza un insieme minimale di elementi
per descrivere il segnale senza alcuna perdita di informazione. Ammesso infatti
che tale segnale sia discreto ed appartenga allo spazio £%(Z) delle successioni
in Z a quadrati sommabili, esso viene scomposto su una base completa e li-
nearmente indipendente di tale spazio. Con altre trasformate wavelet, come
la continua o la discreta non decimata, la scomposizione avviene invece su
una base sovracompleta, nella quale il numero di componenti & sensibilmente
maggiore. Per ulteriori dettagli si rimanda all’Appendice A.

Consideriamo dunque la serie storica di dati originati da Y}, k € Z, ed ap-
plichiamo ad essa una trasformata wavelet discreta. Si ottengono i coefficienti:

1 —(k—2m
40 = Vo) = o= S0 (S (28)
7,m J,m - ’

2 2
dove ¥ e una funzione con determinate proprieta che agisce come un fil-
tro passa-banda ed e chiamata col nome di wavelet madre; da essa infatti

discendono tutte le altre wavelets della base su cui si scompone la serie Yj:

bamlh) =~ (A5, 29)

ottenute con dilatazioni e traslazioni dalla wavelet madre. Nel caso della tra-

sformata discreta il parametro che controlla la dilatazione, j, e quello che
regola la localizzazione temporale, m, assumono soltanto valori interi (positivi
nel caso di j).

Come conseguenza di questa impostazione si ha che la risposta in frequenza
delle funzioni 1;,, risulta “compressa” di un fattore 2 nel passare da j a j+1.
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A j viene dato il nome di parametro di scala, in quanto ad esso e legata la
scala temporale delle oscillazioni nei dati che vengono catturate dai coefficienti
djm- Ad m invece si da il nome di parametro di locazione, in quanto ¢ per
suo mezzo che si distinguono contributi relativi a tempi diversi, anche se ca-
ratterizzati dalla stessa scala. E da notare tuttavia che un dato valore di m si
riferisce ad istanti diversi per scale j diverse: infatti la cardinalita dell’insieme
di coefficienti che discendono da un intervallo temporale finito di dati dimezza
ad ogni scala.

Questo indica che per le scale piu piccole, ossia per le frequenze maggiori,
la localizzazione temporale ¢ migliore rispetto alle scale piu larghe, grazie ad
un maggior numero di parametri di locazione in corrispondenza di uno stesso
intervallo di dati nella serie storica oggetto di studio. Viceversa per le scale piu
larghe, cioe alle basse frequenze, si ha una migliore risoluzione in frequenza,
come conseguenza della “compressione” della larghezza di banda delle ;.
Cio che rimane costante, per tutte le wavelets della base, e il rapporto tra
frequenza caratteristica e larghezza di banda.

Oltre alla famiglia di filtri passa-banda appena descritti, alla wavelet madre
1 e collegata anche una famiglia di filtri passa-basso che risulta utile per i
nostri scopi. Infatti a ¢ si puo univocamente associare una funzione ¢ con le
caratteristiche di un filtro passa-basso che prende il nome di funzione di scala
o wavelet padre, sebbene non abbia affatto le caratteristiche di una wavelet.
Da essa, con una relazione analoga alla 2.9, si ottiene una famiglia di versioni
dilatate e traslate ¢;,,: i contributi alla serie storica Y} per scale piu larghe
della j-esima vengono catturati dai coefficienti:

1 (k=9
o = (Y16sm) = NG R (Tm> . (2.10)

kEZ

Y)

Percio e possibile scomporre la serie storica Y} nei coefficienti dg.m
)

per esami-

nare la rilevanza dei contributi delle scale da 1 a .J, mentre per 'insieme delle
(Y)

Jm» Senza perdere in tal modo

scale maggiori di J si fa ricorso ai coefficienti ¢
alcuna informazione sulla serie storica originaria; infatti tale serie puo essere
ricostruita esattamente a partire da questo insieme di coefficienti, grazie ad

una trasformata inversa, [10].

Assumiamo adesso di essere interessati all’analisi della serie storica Y} per
verificare se in essa ad un rumore bianco gaussiano sia sovrapposto qualche
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tipo di segnale transiente s, nell’intervallo temporale 1 < k < n=2'; suppo-
niamo inoltre di avere qualche motivazione che ci induca a ritenere tale segnale
principalmente caratterizzato nelle sue oscillazioni da una scala temporale del-
lordine di 27-t,, per 2 < j < [, dove con t, si indica il tempo di campionamento
fisso che intercorre tra due consecutivi valori di k. In questo caso, sviluppan-
do un’idea suggerita da Carmona in [8], si propone di utilizzare i coefficienti
wavelet introdotti in precedenza per costruire la seguente statistica test:

ol=J 2

(Y)
7712::1 dj’m
b = T (2.11)
Z |l + X [

I pedici ; ed n sottolineano la dipendenza di questa statistica dalle scelte
fatte per la wavelet madre ¢ da usare, per la scala j e la larghezza n = 2! del-
I’intervallo di dati da analizzare. Infatti nelle sommatorie che compaiono nella
precedente espressione gli intervalli di valori per il parametro di locazione m
sono scelti in modo da considerare solo i coefficienti wavelet d. ,, che discendo-
no dalla restrizione a Y7, Y5, ..., Y,, dell'intera serie storica. E bene rimarcare
che e proprio grazie ai parametri v, 7 ed n che & possibile trarre profitto, in
termini di potenza della statistica test, dalle pit o0 meno vaghe informazioni a
priori di cui si dispone per 'andamento, la banda di frequenza e la durata del
segnale da rivelare.

L’idea alla base dell’introduzione della statistica Ty, ,, ¢ che il valore atteso
el

dei termini , in corrispondenza di un intervallo limitato di valori di m,
sia maggiore nel caso in cui valga l'ipotesi alternativa H; del modello 2.1, e

che cio sia tanto piu evidente quanto maggiore e la rilevanza della scala j per
il segnale da rivelare.

Al denominatore vengono invece utilizzati i quadrati dei coefficienti wavelet
alle scale piu piccole; in tal modo, supponendo che il segnale dia un contributo
irrilevante alla serie storica a queste scale, il denominatore dipende esclusiva-
mente dalle caratteristiche del rumore e svolge il ruolo di adattare la statistica
test al valore locale della varianza del rumore. In altre parole la statistica Ty, »
risulta adeguata anche nel caso in cui il rumore previsto nel modello 2.1, pur

rimanendo non correlato, manifesti un’evoluzione temporale, non nota, della
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propria varianza %, a patto che tale evoluzione sia caratterizzata da tempi
piu lunghi rispetto all’intervallo di n dati analizzato.

D’altra parte I'ipotesi che il segnale abbia scarso rilievo alle scale 1 e 2 e
del tutto ragionevole se la frequenza di campionamento f. risulta adeguata per
il segnale stesso, come si deduce dalle considerazioni svolte in precedenza sul
teorema di Nyquist. Eventualmente si puo modificare il denominatore di Ty, ,,
considerando soltanto i coefficienti alla scala piu fine, nel caso in cui non si sia
certi di poter trascurare gli effetti del segnale alla scala j = 2.

Sfruttando una serie di ben note proprieta della trasformata wavelet discre-
ta e possibile arrivare ad una formalizzazione piu rigorosa delle caratteristiche

intuitivamente attribuite alla statistica T, ,,. Vediamo come cio sia possibile.
Proposizione 2.1 La trasformata wavelet discreta & lineare.

Dim: Se la serie di dati Y} & ottenuta come combinazione lineare di altre due
serie storiche Uy e V:
Y. = a, U + a, Vi, (2.12)

allora la sua trasformata wavelet discreta ¢ ottenuta come combinazione lineare

delle trasformate delle due componenti:

d;?;z = Z{auUk + aka}@j,m(k)

kez . o
= Qy Z Ukwj,m(k) “+ ay z kaj,m(k) (213)
kEZ kEZ
= audg.% + avdg-j;)l.
Analoga dimostrazione vale per i coefficienti di scala. qed

Proposizione 2.2 Se la serie di dati X, non é correlata, ha valore atteso
nullo e viene scomposta con una trasformata wavelet discreta ed ortogonale
) e di scala &)

allora anche 1 coefficientt wavelet dg-m +m Tisultano non correlati

tra loro, con valore atteso nullo e la stessa varianza o% dei dati.

Dim: In una trasformata wavelet discreta ortonormale la wavelet madre ¢ ¢
tale che, per ogni (j,5') € NxNe (m,m') € Z x Z:

(W [Vjm) = > gt (B) g (k) = G (2.14)

keZ
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L’ipotesi di non correlazione dei dati X}, implica che per ogni (k, k") € Z x Z:

Da queste relazioni, sfruttando la linearita del valore atteso, si ottiene:

—(X) — — ,
£ [dg.,);)dj,,m,] s {z Xi W (k) S X by ()

k€EZ k'€l

=2 % drar() Gjm(R)E [Xi X] (2.16)

= Og( Z 'Q/)j’,m’(k) E],m(k)

k€eZ
= 5]']'/ 5mm/ Og(.
Dunque la correlazione attesa per coefficienti wavelet distinti & nulla se la
serie storica di partenza non e correlata e la trasformata wavelet discreta e
ortogonale. La varianza dei coefficienti e la stessa dei dati. Per i coefficienti di
scala la dimostrazione ¢ analoga. qed

Proposizione 2.3 Se i dati Yy, hanno distribuzione di probabilita normale,

allora anche i coefficienti wavelet e di scala sono normalmente distribuiti.

Dim: I coefficienti sono combinazioni lineari dei dati, come si vede dalle equa-
zioni 2.8 e 2.10. Ma combinazioni lineari di variabili aleatorie normali hanno

a loro volta una distribuzione di probabilita normale. qed

Data la linearita della trasformata wavelet, facendo riferimento al modello
2.1, si ha che:

() _
J,m

Jm?

dg),(n) + dg-f,)n, sotto Hy,

{ d™) sotto Hy; (2.17)

e dunque, per i moduli quadri dei coefficienti:

2

‘d(X) , sotto Hy;

Jm

2 _
Fd® gy (2.18)

J,mj,m

M) 02, ] s
] = Ja| [

+ dﬁj&f,ﬁl, sotto H;.

Se la serie di rumore X, non e correlata e con valore atteso nullo, con un’oppor-
tuna scelta della wavelet madre, si possono sfruttare i risultati della proprieta
2.2 per dire che:

£ [d(.X)] —0, (2.19)



‘|

da cui si ottiene, considerando il valore atteso di entrambi i membri dell’equa-

‘|

Percio la presenza del segnale ha ’effetto di aumentare il valore atteso del

2
d(-X)‘ } — 2, (2.20)

J,m

zione 2.18:

4

Jm

2] { o3 sotto Hy;

o 12 2.21
ox + dg,)n sotto Hj. (2:21)

modulo quadro dei coefficienti wavelet. La statistica test Ty, ,, definita in 2.11
viene costruita, sfruttando le vaghe conoscenze a priori sul segnale, in modo
2

()

tale che il contributo del segnale ‘djs ‘

| sia grande per i coefficienti al numera-
)

tore e trascurabile per quelli al denominatore. Sotto ipotesi alternativa dunque
i valori assunti dalla statistica test risulteranno maggiori rispetto al caso del-
Iipotesi nulla. Inoltre i coefficienti utilizzati nelle somme a denominatore, se
effettivamente sono influenzati in misura trascurabile dalla eventuale presenza
del segnale, hanno il valore atteso del modulo quadro uguale alla varianza lo-
cale del rumore stesso e possono quindi essere utilizzati come stimatori di tale

varianza.

A fronte dei vantaggi appena illustrati la scelta di una singola scala 7,
da usare nella definizione della statistica T, ,, in taluni casi puo risultare
una limitazione pericolosa. Infatti non e sempre detto che siano affidabili le
indicazioni a priori sulle caratteristiche del segnale che ci inducono a scegliere
un determinato valore per j: ne consegue una perdita di robustezza del test di
ipotesi. Inoltre, anche se la scala j e effettivamente quella di maggior rilievo
per il segnale da rivelare, e possibile che anche i contributi ad altre scale siano
cospicui e che dunque possano essere utilizzati per la definizione di statistiche
piu potenti di quella discussa fino a questo punto.

Sulla base di questo genere di considerazioni nel seguito vengono proposte
alcune originali generalizzazioni del tipo di statistica definita dall’equazione
2.11.

In primo luogo consideriamo il caso in cui si ritenga di dover cercare il con-
tributo del segnale in un insieme di scale 7 C {j € N: 2 < j < logaz(n)}, dove
n e il numero di dati presi in considerazione. In pratica si verifica comunemen-
te che I'insieme J sia costituito da scale consecutive, ad esempio quando ci si
aspetti di trovare il segnale su un’ampia banda di frequenze. In ogni caso con
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la notazione adottata non si perde in generalita. Per ognuna delle scale j € J
lequazione 2.11 definisce una statistica test Ty, ,. Un approccio possibile e
quello di sfruttare, per la costruzione di un test di ipotesi, 'inferenza che si
puo ottenere da tutte queste statistiche considerate come simultanee; si veda
in proposito [35]. Ma la soluzione pitt semplice & sicuramente quella di cercare
di combinare le varie Ty, , in un’unica statistica test. In questo senso risul-
ta intuitivo e attraente considerare il massimo valore assunto dalle statistiche
Ty n:

Tma.X,’l/}J,n — I}'IGa;( (T’K/JJ,TL) . (222)

Tuttavia il fatto che le Tj , abbiano distribuzioni diverse e siano tra loro
dipendenti a causa del comune denominatore, rende piuttosto complessa sia
I'inferenza simultanea che lo studio analitico della distribuzione di T« 7. Ma
proprio la presenza di un comune denominatore depone a favore di un’altra
statistica test, ottenuta con una combinazione lineare delle Ty, », come ad
esempio in:

Toyymn = Ty n (2.23)

JjET

E chiaro che questa statistica risulta particolarmente appropriata al caso in
cui la rilevanza segnale sia confrontabile per tutte le scale j € J. Minori
benefici si ottengono invece se la statistica Ty, , viene adottata perche si sa
che il segnale ha un contributo preponderante ad una sola scala 7 € J, ma non
si ¢ in grado di specificare quale; in quest’ultimo caso la statistica Tinaxy;n
risulterebbe verosimilmente di maggiore potenza.

Le statistiche wavelet descritte fino a questo punto hanno tutte le caratte-
ristiche di filtri passa-banda; tuttavia puo essere utile, ai fini della rivelazione
di segnali transienti, considerare anche statistiche test con le caratteristiche di
un filtro passa-basso. In termini di scale cio vuol dire cercare segnali su tutte le
scale piu grossolane a partire da una prefissata che indichiamo con J. D’altra
parte se le funzioni wavelet hanno le caratteristiche di un filtro passa-banda, le
funzioni di scala ad esse associate sono proprio dei filtri passa-basso. Da queste
considerazioni nasce lo spunto per la formulazione di una originale statistica
test da utilizzare nel contesto della rivelazione di segnali transienti: nel nume-
ratore dell’espressione in 2.11 si propone di sostituire i coefficienti wavelet con
i coefficienti di scala che colgono nei dati strutture su tutte le scale piu larghe
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della J-esima:

I-J
pyl
—1 o
g — ol—1 (;n) 9 ol-2 ) 9 (2'24)
Zl dl,m + Zl d2,m

Si fa notare che il denominatore rimane lo stesso dell’espressione 2.11 e man-
tiene la stessa funzione, discussa in precedenza, di adattamento al valore locale
della varianza del rumore.

Il numeratore con i coefficienti di scala ¢y, conferisce alla statistica T}, ,,
caratteristiche strutturalmente diverse rispetto alle statistiche definite con soli
coefficienti wavelet. Infatti i coefficienti di scala, a differenza di quelli wavelet,
sono influenzati anche dagli scostamenti della serie dei dati dal valore medio
nullo; d’altra parte proprio questi scostamenti erano stati sfruttati allo scopo di
rivelare I’eventuale presenza di un segnale nella statistica offset filter descritta
in precedenza.

Inoltre non si pone il problema di combinare tra loro diverse statistiche Ty, ,,
per diversi valori di J, in analogia a quanto discusso per le Ty, . Infatti se
Ji < Js la statistica Ty, , coglie anche i contributi delle scale coperte da Tj, »
(j > Js) oltre a quelli corrispondenti a scale comprese tra J; e Jo. E chiaro
quindi che, anche sotto ipotesi nulla, le statistiche Ty, » e Ty, n risultano tra
loro dipendenti non solo a causa del comune denominatore, ma anche a causa
dei rispettivi numeratori, correlati tra loro.

Risulta invece di qualche interesse cercare di combinare la statistica Ty,
con la statistica Ty, n, definita in 2.23, per J C {j € N:2 < j < J}. Anche
in questo caso il denominatore comune favorisce la soluzione di una semplice

somma delle due statistiche considerate:
T¢]a¢]7n = TE,’(/)],’I’L + T(b.]:n' (225)

Naturalmente la statistica appena definita risulta particolarmente appropriata
per segnali che siano rilevanti sia per scale ;7 € J che per quelle j > J. Tuttavia
nella pratica comune e piuttosto insolito dover considerare scale non contigue
tra loro.

Il caso particolare dell’espressione 2.25 che si ottiene quando J = {J}

merita una considerazione particolare. Infatti in questo caso si ottiene:

T¢J,¢J,n = T'//'Ja” + T¢J:n7 (2'26)
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una statistica che puo essere considerata come alternativa della Ty, | ,, dal
momento che entrambe risultano sensibili per le stesse scale: 7 > J — 1, ossia
j > J e j=J. Questa considerazione empirica trova conferma nella seguente

proposizione originale.

Proposizione 2.4 Se si utilizza una trasformata wavelet discreta ortogonale

allora vale la sequente relazione tra le statistiche test definite in 2.11 e 2.24:

T¢’J—1:n = T’/’J:Tl + T¢J:n' (2'27)

Dim: Quando la trasformata wavelet e ortogonale, allora la serie originale dei

dati puo essere ricostruita a partire dai coefficienti d%z e )

+m grazie ad una

delle relazioni (si veda ad esempio [31]):

Yi= > > ditm(k) (2.28)

jeNt meZ

J
V=3 dl ) bim(k) + Y ) bym(k). (2.29)

j=1 mez mez

Eguagliando i secondi membri delle precedenti espressioni consegue che, qual-
siasi sia la serie Y, e VJ > 0:

+oo
ST A (k) = ) S (R (2.30)
j=J+1meZ me7z

Considerando il modulo quadro di entrambi i membri e tenendo conto delle ipo-

tesi di orogonalita sulle funzioni wavelet e di scala, con semplici manipolazioni

+00
- Sk
Z Z 75 mXE:Z €,

j=J+1mez

si ottiene:
2
‘ (2.31)

Ma la relazione appena scritta vale per ogni J > 0 e quindi sostituendo J — 1

+00 9
Sl =],
meZ

j=J meZ
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a J si ottiene:
2

(v)
ds) (2.32)




Sottraendo membro a membro la 2.31 dalla 2.32 e ricombinando i termini
ottenuti, si ha:

2
‘ (2.33)

S = S e
meZ me7Z me7Z

. . . Y .
Dal momento che i coefficienti dF, n)l si possono ottenere dalla trasformata wa-
velet discreta dei coefficienti C(J_)l -, come dimostrato in [34], la relazione pre-
cedente continua a valere anche restringendo le tre sommatorie ai soli valori di

m collegati agli indici k € [1,n = 2!] della serie Y, Vk € Z. Percid per J > [

si ha:
ol—(J-1) 9 ol—J 9 ol—J 5
Y Y Y
S =S | 230
= m=1 m=1

Dividendo ambo i membri per:

21—1 9 21—2 9

Y Y

IS S

m=1 m=1
si ottiene proprio la 2.27. qed

2.2.1 Distribuzioni di probabilita delle statistiche test

Nel caso in cui la serie storica del rumore X}, nel modello 2.1 sia non correlata,
gaussiana e con variabili identicamente distribuite, e possibile individuare ana-
liticamente le distribuzioni di probabilita delle principali statistiche presentate
nella precedente sezione, sia sotto 'ipotesi nulla Hy di solo rumore che sotto
ipotesi alternativa H; di sovrapposizione di qualche tipo di segnale.

Con 'eccezione della statistica Trax,yp 0, tutte le altre discusse hanno una
struttura del tipo:

2

1€1

2.

i€

T = . (2.35)

dove Z; e Z, sono insiemi disgiunti, Z; N Zy = (), di coppie di indici (j, m);,
()

mentre le variabili d;" ’ sono coefficienti che derivano dalla scomposizione wa-
velet di n dati consecutivi Yj della serie storica. Indichiamo con v, = |Z;| e

vy = |Is| le cardinalita degli insiemi 7, e Z, rispettivamente.
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Proposizione 2.5 Se vale il modello 2.1 con Xy indipendenti, a media nul-
la, identicamente e normalmente distribuite, e se il contributo del segnale ¢

trascurabile nel denominatore delle statistiche T definite in 2.35, allora:

14
T2 ~
151

{ Fo v sotto Hy; (2.36)

sotto Hy.

V17V276(S)

dove F,, ,, € una distribuzione di Fisher con vy e vy gradi di liberta, men-
tre F

aoe) € una distribuzione di Fisher non centrale con gli stessi gradi di

liberta di F,, ,,. Il parametro di non centralita §¢) dipende solo dalle caratte-
ristiche del segnale ed é pari al valore che assumerebbe, in assenza di rumore,

il numeratore del secondo membro dell’espressione 2.35.

Dim: Data la linearita sia del modello 2.1 che della trasformata wavelet discre-
ta, come risulta dalla proposizione 2.1, si ha:

d(Y) _

i =

(X) .

X 4 dEs), sotto Hy,

Y)

dove dz(-X) e dz(-s) sono i coefficienti corrispondenti di d; ’ per la serie del solo

rumore Xy, e per quella del solo segnale s, rispettivamente. Per la proposizione

2.3 si ha che le variabili aleatorie dEX), 1 € 7y UZ,, hanno distribuzione normale
e centrale , mentre, essendo Z; N Z, = (), dalla proposizione 2.2 consegue che
le dEX) sono tra loro non correlate, a media nulla e con varianza o%. Essendo
gaussiane e non correlate le variabili dz(-X) sono indipendenti tra loro. L’addi-
zione a dz(-X) del termine dz(-s) ha il solo effetto di spostare la media delle variabili
dEY), che tuttavia, condizionatamente alla conoscenza del segnale s, rimango-
no gaussiane, con la stessa varianza 0%, non correlate e dunque indipendenti

tra loro. Sono dunque indipendenti anche le variabili:

d(Y) { N()’l, sotto H(),

Ui = ox Nuﬁs),l’ sotto Hy, (2.38)

dove Ny € una distribuzione normale standard, mentre N“(s) L ¢ una distribu-
]

zione normale di varianza unitaria e media p\* = d\”/oy.

Il modulo quadro di una variabile distribuita secondo una normale standard
ha distribuzione chi-quadrato con un solo grado di liberta x?; ma nel caso in cui
la variabile normale di varianza unitaria abbia media p # 0, la distribuzione
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del suo modulo quadro risulterd una chi-quadrato non centrale x? L2 Con un
b

grado di liberta e parametro di non centralita x?. Dunque:

2
X1s sotto Hy;
2
Vi = U] ~ {Xf 520 SOtt0 H1. (2.39)
dove 6\ = |d;(s)[?/o%. Si dimostra facilmente che anche le variabili V; risul-
tano indipendenti tra loro. La somma di v variabili indipendenti distribuite
X ha distribuzione chi-quadrato x? con v gradi di liberta; nel caso in cui le
v variabili sommate abbiano distribuzioni x3 ;, anche la distribuzione della

somma e una X12/,5 con v gradi di liberta, ma con parametro di non centralita
d =Y 9;. Si ha quindi che, per p € {1,2}:

2
Xiys sotto Hy;
Wp = Z ‘/; ~ { X2 () SOttO Hl, (2.40)
€T, Vp,0p
dove: ) )
o) =3 | (2.41)

X iez,
Dal momento che Z; N Z, = () si ha che W; e W, sono combinazioni lineari di
due sottoinsiemi disgiunti dell’insieme di variabili indipendenti V = {V; : i €
T, UZy}; si puo dimostrare che cio comporta l'indipendenza di Wy e Wh.
A questo punto si considera che per i coefficienti con indice i € 7, si e
ipotizzato un contributo del segnale trascurabile rispetto a quello del rumore,

s 1 1
0255):—22 0'_22

g
X ez, X ier,

e cioe:
d(X )

2
AV < & (

)

2] . (249)

Ma in tal caso la distribuzione di W5 puo essere considerata come una chi-
quadrato centrale X,%Q anche sotto l'ipotesi alternativa H;.
Si vede facilmente che I'identita 2.35 puo essere riscritta come:

Tﬁ _ WI/Vl
151 W2/V2.

(2.43)

I1 membro di destra e il rapporto di due variabili aleatorie distribuite chi-
quadrato, normalizzato dal rapporto dei gradi di liberta: pertanto la sua di-
stribuzione e una F' di Fisher con gradi di liberta corrispondenti e con eventuale
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parametro di non centralitd 6() :555) uguale a quello della distribuzione di Wj.

Da cio consegue la 2.36. qed

In realta la statistica Ty, , e tutte quelle da essa derivate non rientrano
esattamente nella definizione data dalla 2.35, dal momento che fanno uso di
coefficienti di scala oltre che di coefficienti wavelet. Tuttavia per queste sta-
tistiche i coefficienti di scala impiegati si riferiscono sempre ad un’unica scala
J maggiore di tutte quelle relative ai coefficienti wavelet contestualmente uti-
lizzati: in questa situazione, se la trasformata wavelet e ortogonale, si puo
ricalcare la dimostrazione della proposizione 2.5 per ottenere un risultato del
tutto analogo, con gradi di liberta dati dal numero di coefficienti impiegati a
numeratore o a denominatore, senza far distinzione tra quelli di scala e quelli
wavelet.

In effetti, grazie all’applicazione ricorsiva della proprieta 2.4, sarebbe an-
che possibile esprimere la statistica T}, ,, usando coefficienti wavelet piuttosto
che coefficienti di scala e dunque avvicinandosi ad una struttura come quella

definita dalla 2.35:
JI

T¢Jan = Z Tlp],n + T¢J/,n7 (2.44)

j=J+1
con J < J <[ = logy(n). Nel membro di destra della 2.44 il numero di
coefficienti di scala impiegati & minore che nel membro di sinistra. Tuttavia
anche nel caso estremo con J' = [ = log,(n), nel membro di destra ¢ comunque
presente un coefficiente di scala, grazie al quale si mantiene la distinzione
strutturale tra le statistiche passa-basso come T}, ,, e le statistiche passa-banda
tipo Ty, - E perd estremamente interessante osservare come in entrambe le
formulazioni sono conservati gli stessi numeri vy e 5 di termini sommati nei
numeratori e nei denominatori (per il denominatore 1’osservazione ¢ banale dal
momento che rimane sempre lo stesso); d’altra parte se cosi non fosse, data la
proposizione 2.5, avremmo gradi di liberta diversi nelle distribuzioni del primo
e del secondo membro della 2.44, un risultato che sarebbe chiaramente assurdo.

La proposizione 2.5 risulta di estrema utilita e verra piu volte sfruttata nel
corso di questo lavoro; infatti grazie a tale proposizione e possibile caratteriz-
zare tutte le statistiche test proposte nella sezione 2.2, senza dover ricorrere
a lunghe simulazioni. In particolare, per ogni valore a scelto tra 0 e 1 e per
ogni statistica 7" definita come in 2.35, la distribuzione di 7" sotto ipotesi nulla
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consente fissare il valore di soglia 7,1 tale che Pr(T" > 7, ) < «; in tal modo

si puo definire il seguente test di ipotesi di ampiezza a:

si accetti Hy qualora sia T' < 7,1,
si accetti H; qualora sia T' > 7, 7.

La distribuzione di T sotto ipotesi alternativa consente invece di stabilire la
potenza 7 di questo test di ipotesi in presenza di un qualsiasi segnale transiente
noto; in pratica basterebbe conoscere il termine 6*) che compete a tale segnale
per determinare 7.

Infine e bene sottolineare che il valore di soglia 7, 7 dipende solamente dalla
scelta fatta per o e dai gradi di liberta di 7', mentre e completamente indipen-
dente dal valore 0% della varianza del rumore. Percio, anche qualora si assista
ad un’evoluzione temporale di 0%, il valore di soglia 7,7 rimane fissato una
volta per tutte dalla scelta di T" e di a. Questa desiderabile proprieta € comune
a tutte le statistiche presentate nella sezione 2.2, mentre non e condivisa dalle
statistiche presentate nella sezione 2.1. La potenza del test 7, legata al valore
di 5, dipende invece dal valore di 0%, come risulta evidente dall’equazione
2.41 e come ci si poteva aspettare dal buon senso. Infatti I'intuizione suggeri-
sce che in condizioni di maggiore rumorosita della serie di dati la potenza del
test per un dato segnale diminuisca.

2.2.2 Test in intervalli non disgiunti

Tutte le statistiche test presentate per discriminare tra le due ipotesi del mo-
dello 2.1 in realta fanno riferimento soltanto ad un intervallo di n dati della
serie storica. D’altra parte un segnale transiente potrebbe essere effettivamen-
te presente nella serie storica pur non manifestandosi nell’intervallo di dati
considerato, dal momento che per sua definizione un segnale transiente ha una
durata limitata nel tempo. Percio occorre ripetere il test di ipotesi adottato su
una successione di intervalli scelti in modo da coprire I'intera serie storica da
analizzare: verra quindi accettata l'ipotesi alternativa H; se il test di ipotesi
suggerisce la sua validita in almeno uno di questi intervalli; viceversa per ac-
cettare Hy occorre che il test di ipotesi accetti I'ipotesi nulla in ciascuno degli
intervalli della successione. D’altra parte va detto che questo tipo di test non
risulta particolarmente interessante se considerato nel suo aspetto globale an-
ziché locale: infatti da un lato la natura stessa dei transienti pone I’accento sui
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risultati dei test locali, dall’altro all’aumentare della lunghezza della serie sto-
rica e inevitabile che cresca la probabilita di incorrere in un rifiuto dell’ipotesi
nulla.

La copertura dell’intera serie storica con il minor numero di intervalli si ot-
tiene affiancando ogni intervallo di n dati al precedente. Tuttavia questa solu-
zione rischia di compromettere seriamente la potenza del test: infatti il segnale
transiente potrebbe distribuire la propria energia su due intervalli consecutivi,
con conseguente perdita di potenza in entrambi i test di ipotesi effettuati in
ciascuno dei due intervalli. Piu in generale si puo dire che anche la disposizione
degli intervalli di dati da analizzare e un parametro da cui dipende la poten-
za del test di ipotesi. E chiaro che la potenza massima puo essere raggiunta
utilizzando intervalli spostati 'uno rispetto all’altro di un solo dato, ma in
questa situazione risulta massimo anche il numero di calcoli da effettuare per
unita di tempo. Percio spesso sono vantaggiose soluzioni di compromesso in
cui la sovrapposizione tra intervalli ¢ meno estesa, pur mantenendo in termini
accettabili la conseguente perdita di potenza del test.

Al di la delle considerazioni qualitative appena svolte, ci si puo chiedere
quali siano le caratteristiche del test di ipotesi sull’intera serie storica che
discendono dal test effettuato nei singoli intervalli e dalla disposizione degli
intervalli stessi. Sfruttando un risultato ben noto nel campo dell’inferenza da
statistiche simultanee, riportato ad esempio in [35], si ha che il valore atteso
del numero Ny, |g,,,, di erronei rifiuti di Hy su n; test di ampiezza o e dato
da:

E [N tone) = e, (2.45)

qualsiasi sia la correlazione tra le statistiche degli n; test effettuati. Percio, se
gli intervalli sono distanziati di s dati I'uno dall’altro e il tempo di campiona-
mento della serie e dato da ., avremo un tasso di “falsi allarmi” per unita di
tempo pari a:

nio a

Ky = lim = — 2.46
fa oo nst.  st. ( )

intendendo come falso allarme l'errata rivelazione di un segnale transiente in
uno degli intervalli analizzati. La relazione 2.46 ¢ utile per fissare I’ampiezza
« dei test di ipotesi sulla base del massimo tasso di falsi allarmi k¢, che si e
disposti a tollerare. La scelta di questo valore per kg, viene fatta sulla base del
trattamento specifico di ciascun falso allarme nel contesto in cui si opera.
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Ad esempio in un esperimento come VIRGO si puo pensare di salvare tutte
le sequenze di dati che indicano la presenza di un transiente, per effettuare in
un secondo tempo un’analisi piu approfondita; percio il valore di kg dovrebbe
essere fissato sulla base della capacita di memorizzare un certo numero di
sequenze e di utilizzarle effettivamente nell’analisi di secondo livello. D’altra
parte un’analisi pit approfondita richiedera tempi di calcolo piu elevati, per
cui occorre che il numero di dati che ad essa vengono sottoposti sia fortemente
ridotto rispetto alla serie originaria. Percio sembrano ragionevoli dei valori di
kg, inferiori ad un falso allarme ogni milione di dati acquisiti che corrisponde
comunque a ben 72 falsi allarmi ogni ora per una frequenza di campionamento
fe =20 KHz.

La trattazione dei test in intervalli di dati sovrapposti svolta fino a questo
punto, pur essendo formalmente rigorosa, rischia di risultare fuorviante. In-
fatti in questa trattazione non viene assolutamente considerata la struttura di
correlazione tra le statistiche test calcolate nei vari intervalli. Se gli intervalli
non sono disgiunti allora, anche sotto I'ipotesi nulla di solo rumore bianco e
gaussiano, tali statistiche saranno necessariamente correlate tra loro in quanto
calcolate sulla base di insiemi di dati non disgiunti. Percio se in un intervallo
di dati I'ipotesi nulla viene rifiutata a causa di un falso allarme, e assai pro-
babile che cio avvenga anche nell’intervallo successivo se questo ha una larga
sovrapposizione col precedente. D’altra parte si e visto in precedenza come
una larga sovrapposizione tra gli intervalli sia indispensabile per non dar luogo
a cospicue perdite di potenza del test sull’intera serie storica. Il risultato & una
forte correlazione tra le statistiche test e, conseguentemente, una tendenza dei
falsi allarmi ad essere concentrati nel tempo.

In questa situazione il tasso di falsi allarmi kg,, ricavato dal valore atteso
di Nu,|Hyn,, pur rimanendo valido sul lungo periodo, non ¢ del tutto adeguato
per caratterizzare il comportamento della serie di test di ipotesi che si stanno
effettuando. Infatti se su 10000 intervalli di 80 dati ciascuno, spostati di un
solo dato I'uno rispetto all’altro, solo i primi 10 presentano un falso allarme,
allora il rate & di un falso allarme ogni mille intervalli, ma di fatto la sequenza
di dati da salvare per un’analisi successiva ¢ una sola, estesa su poco meno di

un centinaio di dati.

Una descrizione piu adeguata della situazione che ci si trova ad affron-
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tare con la strategia di test adottata e fornita dalla probabilita Pr(n;) =
Pr(Nu, mom, > 0) di avere almeno un falso allarme in n; intervalli, al variare di
n; stesso. Ancora una volta 'idea di adottare P, (n;) deriva dal campo dell’in-
ferenza statistica simultanea, come spiegato in [35]. Si fa notare che I’esigenza
di una stima di Pp,(n;) non si presenta soltanto per i test wavelet proposti nella
sezione 2.2: si tratta piuttosto di un’esigenza comune per tutti i test proposti
in letteratura per la rivelazione di segnali transienti. Tuttavia la definizione di
questo problema, a quanto ci risulta, viene messa in luce per la prima volta in

questa tesi.

Per Pr(Npy,|mo,n, > 0) non esistono formule generali come per €[Ny, mon.],
ed il suo calcolo nel contesto che stiamo trattando e risultato piuttosto com-
plesso per le statistiche wavelet introdotte in questo lavoro. Anche per le altre
statistiche presentate nella sezione 2.1 il calcolo non appare triviale.

Il problema che si pone ¢ del tutto analogo a quello che si presenta per la
Scan Statistic, descritta ad esempio in [47]. La Scan Statistic misura il numero
degli eventi a cui si e interessati su tutti i possibili intervalli temporali di una
prefissata larghezza n che sono contenuti entro un determinato lasso di tempo;
lo scopo € quello di individuare intervalli con una concentrazione anomala di
eventi in relazione al numero totale di eventi osservati o al tasso di eventi,
supposto noto. L’analogia nasce dal fatto che anche nel caso della ricerca di
segnali transienti si ricercano valori elevati assunti da una certa statistica su
una successione di intervalli che copre un dato arco di tempo. Cio che cambia
tra i due casi e la statistica calcolata nei singoli intervalli e la sua distribuzione.
D’altra parte la distribuzione cambia anche per la statistica di conteggio degli
eventi usata nella Scan Statistic: binomiale nel caso in cui sia fissato il numero
totale degli eventi, poissoniana nel caso in cui sia il tasso di eventi per unita

di tempo ad essere fissato.

La linea di ragionamento sviluppata in [48] per la Scan Statistic, puo es-
sere utilizzata anche per cercare di stimare la probabilita Pp,(n;) definita in
precedenza. Sia S I'insieme degli n; intervalli considerati e supponiamo che sia
C C S un sottoinsieme di n. intervalli ad intersezione nulla e contigui tra loro,
in grado di contenere tutti i dati contenuti negli intervalli di S. Consideriamo
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gli eventi:

A, = {1 >1, IV ¢},

D= {31 -0 : T(ITM)>7, T NIV £ 0 £T N T},  (247)

7 iy

B; = D;n {vI% ¢, T(T\9) <7},

7 (]

m

dove 7 ¢ la soglia al di sopra della quale la statistica T(Z), valutata nell’in-
tervallo Z, suggerisce di rifiutare I'ipotesi nulla Hy. In sostanza A; si verifica
quando si accetta l'ipotesi alternativa H; nell’ i-esimo degli n. intervalli di
C, mentre B; avviene quando H; viene accettata in un intervallo sovrapposto
all’i-esimo e all’(i + 1)-esimo intervallo di C e contemporaneamente rifiutata
in tutti gli intervalli di C. Si verifica facilmente che, se vale I'ipotesi nulla, la
probabilita che la soglia venga superata in almeno uno degli n; intervalli di &
e data da:

Pr(n;) = Pr(A) + Pr(B), (2.48)

dove si e posto A = U;A; e B = U; B;. Dal momento che gli intervalli di C sono
disgiunti, sotto ipotesi nulla e facile mostrare che gli eventi A; sono tra loro
indipendenti e dunque Pr(A) = n.a. In [48], applicando i limiti di Bonferroni
modificati come in [50], si ottiene:

Pr(B)
Pr(B)

(ne—1)Pr(By) — (n.—2)Pr(B, By) — 28 py( B, By),

(ne—1)Pr(By) — (n.—2)Pr(B, B,). (2.49)

IN TV

I calcolo delle probabilita Pr(By), Pr(B;By) e Pr(B;Bj;) risulta in ogni
caso di notevole difficolta. Nel caso della Scan Statistic queste quantita ven-
gono ricavate sfruttando pesantemente la natura discreta di questa statistica.
Rimane invece un problema aperto la ricerca di un metodo che consenta di
calcolare Pr(By), Pr(B,By) e Pr(B;B;) per le statistiche discusse in questa
tesi.

2.2.3 Considerazioni pratiche

L’implementazione delle statistiche descritte nella sezione 2.2 passa dalla ca-

Y) (Y)

.m € quelli di scala c; ) a partire dai

pacita di calcolare i coefficienti wavelet dg. i

dati della serie Yy, con k € Z. D’altra parte non e realizzabile in pratica la
trasformazione di infiniti dati in infiniti coefficienti; percio qualsiasi algoritmo

per il calcolo di trasformate wavelet, come ad esempio quello descritto in [34],
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utilizza soltanto un insieme finito di dati contigui ) = {Y; : 1 < k < n} per cal-
colare i coefficienti corrispondenti all’intervallo temporale dato da 1 < k < n.
Questa approssimazione risulta peggiore per i coefficienti pill vicini ai margini
dell’intervallo considerato: si parla pertanto di effetto di bordo. Infatti per
i coefficienti ben all’interno dell’intervallo 'approssimazione puo essere estre-
mamente accurata o addirittura esatta nel caso in cui si usino wavelet madri

e padri a supporto compatto, come quelle descritte in [15].

Un altro vantaggio di wavelet madri e padri a supporto compatto ¢ la
disponibilita di un algoritmo veloce per il calcolo dei coefficienti: nel caso in
cui sia n = 2! si deve effettuare un numero di operazioni dell’ordine di O(2")
invece che dell’ordine di O( 2') come richiederebbe 'uso di wavelet a supporto
non compatto (si veda [34], [21]). Se poi si usano valori di n diversi da potenze
di 2 il costo computazionale cresce ancora; ecco perché si ¢ sempre posto n = 2!
anche nelle precedenti sezioni.

E bene osservare che le considerazioni sui costi computazionali non so-
no di scarso rilievo nella presentazione di una metodologia statistica. Infatti
I’esigenza di analizzare considerevoli moli di dati in una prefissata unita di
tempo, rende determinante la rapidita di calcolo per la praticabilita di una
data metodologia nel contesto del problema da risolvere.

Nel caso dei dati prodotti dall’esperimento VIRGO I’analisi deve procedere
di pari passo con l'acquisizione, che avverra con frequenze di campionamen-
to piuttosto elevate (10-20 KHz). Infatti, anche rinunciando ad una vera e
propria analisi on-line, non si puo permettere che il ritardo tra acquisizione
ed analisi dei dati cresca indefinitamente al trascorrere del tempo. Percio la
ricerca della massima efficienza computazionale ¢ fondamentale per una rea-
le applicazione ai dati di VIRGO delle metodologie statistiche proposte nelle

sezioni precedenti.

Alla luce delle considerazioni appena svolte, 'implementazione pitt naturale
delle statistiche T descritte nella sezione 2.2 si ottiene calcolando la trasformata
wavelet dei soli dati sotto esame Y7,Y5,...,Y,; il test viene quindi iterato
spostando l'attenzione su intervalli di dati successivi. Per massimizzare la
potenza complessiva del test gli intervalli consecutivi devono essere traslati di
un solo dato alla volta. In effetti & questa 'implementazione che viene adottata
ad esempio in [8].
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Rappresentazione temporale

+ 4+ ++++++H[+++++ |+

: Tk :

Rappresentazioni wavelet discrete

jl X X X X
J & &
—_—
m
1| x X X X X X X X X X X X X X X X
jl X X X X X X X X

J s 5 5 s

—_

Figura 2.1: Disposizione temporale di una serie di dati e dei relativi coefficienti
di una sua trasformata wavelet discreta. I coefficienti corrispondenti ai dati
nell’intervallo centrale possono essere ottenuti sia dalla trasformata di tale
intervallo (riquadro centrale) che dalla trasformata di un intervallo piu esteso
opportunamente dislocato (riquadro in basso).

In questa tesi invece si propone di adottare un’originale alternativa, par-
tendo dall’osservazione che i coefficienti alla scala j di una trasformata wavelet
discreta risultano covarianti per traslazioni di 2/ dati, benché non lo siano per
traslazioni generiche. Percio tutti i coefficienti fino alla scala J della trasfor-
mata di ) = {¥7,Y5,...,Y,} si ottengono, a meno di effetti di bordo, come
sottoinsieme dei coefficienti della trasformata di un intervallo di dati molto piu
esteso ),, purché tale intervallo inizi h27 dati prima di ), con h € N. In altre
parole invece di isolare nel dominio temporale i dati che appartengono a ), si
selezionano i coefficienti della rappresentazione wavelet di ), che discendono
dai dati in ). Questa situazione e raffigurata in figura 2.1.

A prima vista questa implementazione puo mostrare soltanto ’aspetto ne-
gativo di richiedere un tempo di calcolo piu elevato per calcolare i coefficienti
relativi a ): infatti si e detto che il costo computazionale della trasformata wa-
velet discreta cresce con la lunghezza della serie dei dati analizzata. Tuttavia
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Figura 2.2: Serie di dati, in alto, e serie dei coefficienti wavelet corrispon-
denti per le prime tre scale. I coefficienti sono stati calcolati con entrambe le
configurazioni presentate in figura 2.1: e evidente la discrepanza ai margini del-
I’intervallo tra i coefficienti calcolati usando solo i dati dell’intervallo, in giallo,
e quelli ottenuti dalla trasformata di un intervallo piu esteso, in verde-azzurro.

si ottengono alcuni considerevoli vantaggi, soprattutto in termini di rapidita
di calcolo complessiva. Infatti questa implementazione:

1. riduce i tempi di calcolo complessivi per i test di ipotesi consecutivi su
intervalli di analisi sovrapposti. Calcolata una volta per tutte la trasfor-
mata wavelet dei dati nell’intervallo esteso )., si ottengono i coefficienti
fino alla scala J per tutti gli intervalli di n dati che, come ), sono con-
tenuti in ), ed hanno istante iniziale spostato di un multiplo di 27 dati
dall’istante iniziale di ),. In pratica si sfrutta la citata proprieta di
covarianza della trasformata wavelet discreta per traslazioni di multipli
di 27 dati, in modo da calcolare una sola volta i coefficienti che appar-
tengono all’intersezione di intervalli sovrapposti. Invece, operando una
trasformata wavelet discreta per ciascuno degli intervalli contenuti in Y.,
i coefficienti delle intersezioni verrebbero ricalcolati una volta per ogni
intervallo che li comprende.
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2. consente di adottare gli algoritmi piu veloci per il calcolo della trasfor-
mata wavelet discreta anche nel caso in cui la lunghezza degli intervalli
analizzati non sia una potenza di 2, ma piuttosto un multiplo di 27. In-
fatti basta adottare una lunghezza che sia potenza di 2 per I'intervallo
esteso ). su cui viene effettivamente calcolata la trasformata wavelet.
La lunghezza n dell’intervallo di analisi ) costituisce uno dei parame-
tri che caratterizzano le statistiche test proposte nella sezione 2.2: una
maggiore flessibilita sui valori disponibili per la scelta di tale parametro
puo rappresentare un considerevole miglioramento per la potenza del te-
st basato sulla statistica adottata. Per fare un esempio supponiamo di
avere indicazioni a priori per un contributo rilevante, da parte del segnale
transiente, della durata di circa 700-800 dati: adottando una lunghezza
dell'intervallo di analisi di 2° = 512 dati si rischia di perdere dei contri-
buti importanti di segnale, mentre con una lunghezza di 2!° = 1024 si
puo “diluire” troppo il segnale nel rumore. Ma I'implementazione con
trasformata su ),, a patto che la statistica test non usi coefficienti su
scale 7 > 8, permette di adottare anche una lunghezza di 3 - 2% = 768
dati per I'intervallo di analisi, una scelta che puo rappresentare un buon
abbinamento con le caratteristiche del segnale transiente da ricercare.

3. consente di utilizzare soltanto coefficienti esenti da effetto di bordo. In-
fatti i coefficienti che risentono di tale effetto sono solo quelli vicini alle
estremita dell’intervallo ), e non quelli in prossimita dei bordi dell’in-
tervallo di analisi ), purché Y si trovi ben all’interno di ),. Se invece
avessimo calcolato i coefficienti relativi a ) per mezzo della trasformata
dei soli dati appartenenti a tale intervallo, allora I’effetto di bordo in-
fluenzerebbe in ogni caso i coefficienti in corrispondenza con i margini di
Y. In figura 2.2 si mostra la differenza tra i coefficienti calcolati con le
due diverse implementazioni in una situazione analoga a quella mostrata

in figura 2.1.

A fronte dei vantaggi appena elencati, 'implementazione con trasformata
sull’intervallo esteso ), presenta lo svantaggio di imporre intervalli, per test
di ipotesi consecutivi, traslati I'uno rispetto all’altro di 27 dati, con J dato
dalla scala piu grande utilizzata nella statistica test adottata. D’altra parte

cio implica una diminuzione della potenza del test, perche non e detto che
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il test venga effettuato sull’intervallo di n dati che garantirebbe la massima
potenza: per essere sicuri di effettuare il test anche su tale intervallo occorre-
rebbe traslare la “finestra” di analisi di un dato alla volta. D’altra parte, se .J
rimane piccolo, soprattutto rispetto a [ = log,(n), ci si puo aspettare che non
si verifichino cospicue perdite di potenza se si ha una separazione di 27 dati
tra gli intervalli analizzati in successione. Altrimenti si puo ricorrere a pit in-
tervalli estesi come ), che coprano approssimativamente lo stesso intervallo di
dati, ma leggermente traslati I’'uno rispetto all’altro; tuttavia questa strategia
comporta una moltiplicazione del costo di calcolo per il numero degli intervalli

estesi utilizzati.

2.3 Test in presenza di rumore correlato

La serie di rumore X del modello 2.1 & stata considerata fino a questo punto
come non correlata, gaussiana e localmente stazionaria. Tra queste assunzioni
la prima appare come la piu restrittiva per le applicazioni pratiche. E ragio-
nevole ipotizzare che le condizioni di gaussianita e locale stazionarieta siano
soddisfatte in un grande numero di situazioni, in particolare se il rumore ¢ ori-
ginato da una molteplicita di fenomeni fisici indipendenti con caratteristiche
lentamente variabili nel tempo. Invece sono piuttosto rare le situazioni in cui il
rumore si presenta senza alcuna struttura di correlazione. Si & dunque cercato
di sviluppare una metodologia per ’applicazione delle statistiche della sezione
2.2 al caso di rumore correlato, mantenendo le altre assunzioni fatte.

Infatti restano valide le considerazioni qualitative alla base della defini-
zione di queste statistiche test: anche in presenza di correlazione nella serie
di rumore, sembra del tutto ragionevole cercare di rivelare un segnale tran-
siente isolando, nella serie dei dati, l'intervallo temporale e le scale che lo
contraddistinguono. Tuttavia, rispetto al caso di rumore bianco, non sono piu
applicabili i risultati della proposizione 2.5. D’altra parte, se non e nota la
distribuzione della statistica sotto ipotesi nulla, allora e impossibile individua-
re, per un fissato valore dell’ampiezza «, la regione critica del test di ipotesi
corrispondente.

E pertanto necessario formulare una proposizione analoga alla 2.5 che ten-
ga conto della specifica struttura di correlazione che caratterizza il rumore
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presente nella serie di dati da analizzare.

Il raggiungimento di questo obiettivo e reso assai complicato dalla natura
frazionaria delle statistiche della sezione 2.2. Se si assume di conoscere esat-
tamente la matrice di varianza e covarianza del rumore i denominatori di tali
statistiche non sono di alcuna utilita: il loro ruolo era infatti quello di nor-
malizzare le statistiche rispetto a fluttuazioni temporali della varianza o3 del
rumore. Nel caso di rumore correlato avrebbe senso continuare ad usarle sol-
tanto se la matrice di varianza e covarianza del rumore fosse nota a meno di

una costante moltiplicativa.

Se ci si limita ad utilizzare solo i numeratori delle statistiche wavelet della
sezione 2.2, il calcolo delle distribuzioni nel caso di rumore correlato dovrebbe
risultare assai piu semplice, anche se non triviale. Si tratta infatti di ricavare

la distribuzione di una somma di variabili chi-quadro correlate tra loro.

[’approccio appena descritto cerca evidentemente di adattare i risultati
della proposizione 2.5 alla struttura di correlazione dei dati. Viceversa si puo
pensare di trasformare i dati in modo che la loro struttura di correlazione
risponda ai requisiti posti dalla proposizione 2.5. In questo caso la serie di
dati originaria viene sottoposta ad un algoritmo di whitening che, in assenza di
segnale, la trasformi in una serie di rumore bianco. In presenza di un segnale
transiente invece anche la serie ottenuta con il whitening rimane correlata
per un certo lasso di tempo. Ed e proprio sulla serie di dati prodotta dal
whitening che si puo continuare ad utilizzare i test delle sezioni 2.2 e 2.1.
Naturalmente i segnali da rivelare si manifesteranno nella serie “sbiancata”
con un aspetto diverso rispetto a quello originario; tuttavia si ¢ in grado di
determinare le caratteristiche di questi segnali trasformati a partire da quelle
dei segnali originari.

In [1] vengono descritti alcuni algoritmi di whitening per una serie di rumore
descritta, nella sua componente stazionaria, da un modello autoregressivo o
ARMA: conoscendo i parametri di tale modello si risale alla serie di incrementi
casuali €, che hanno originato la serie di dati osservati. In assenza di segnale
questa serie di incrementi deve avere le caratteristiche di un rumore bianco e
pertanto su questa serie possono essere implementati i test delle sezioni 2.1 e
2.2 per discernere tra le due ipotesi del modello 2.1.

Un altro metodo, estremamente intuitivo, per trasformare una serie di ru-
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more correlato in una serie di rumore bianco passa dalla conoscenza della

densita di potenza spettrale SJ(CX) della serie di rumore Xj;. Si propone la

{f s(’”>0} \/

dove Y} ¢ la trasformata di Fourier discreta della serie originaria di dati Y.

trasformazione:
Y'k =

exp [i2m f k], (2.50)

Data la linearita della trasformata di Fourier il modello 2.1 puo essere riscritto

come:

V. — Xk, se il segnale non e presente (ipotesi nulla Hy); (2.51)
* X + 8, altrimenti (ipotesi alternativa H;), :

dove )u(k e S sono ottenute applicando la trasformazione 2.50 alle serie X ed
sy rispettivamente. Si dimostra facilmente che la serie X, ha le caratteristiche
di un rumore bianco. Infatti la sua densita di potenza spettrale & data da:

(x)
2 _ |Xf| Sf _

dove X 7 e Xy sono le trasformate di Fourier discrete delle serie )E'k e X,
rispettivamente. Percio i test di ipotesi delle sezioni 2.1 e 2.2 possono essere
applicati senza alcuna modifica al modello 2.51 anziché direttamente al modello
equivalente 2.1.

In realta tutti gli approcci descritti per il caso di rumore correlato na-
scondono tre problemi. In primo luogo si assume di conoscere esattamente le
struttura di correlazione del rumore, richiedendo di volta in volta o la matrice
di varianza e covarianza, o i parametri di un modello autoregressivo/ ARMA,
o la densita di potenza spettrale del rumore. Nella pratica reale e assai impro-
babile che queste grandezze siano note a priori e dunque occorre stimarle dai
dati stessi. D’altra parte i risultati enunciati in precedenza valgono rigorosa-
mente solo se si utilizzano le quantita vere mentre debbono essere considerati
approssimativi qualora si faccia ricorso a quantita stimate.

Il secondo problema e strettamente connesso con la stima delle proprieta
di correlazione del rumore. Infatti per effettuare questa stima occorrerebbe
disporre di sequenze di rumore puro, senza alcun segnale sovrapposto. Se gli
unici dati disponibili sono quelli della serie sotto esame, I’assenza di segnali
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non puo essere garantita a priori, altrimenti non ci sarebbe bisogno di alcun
test di ipotesi per rigettare 'ipotesi alternativa dei modelli 2.1 e 2.51.

A questo tipo di inconveniente si puo cercare di porre rimedio utilizzan-
do metodologie di stima dei parametri del rumore che siano robuste rispetto
all’eventuale presenza di segnali sovrapposti di breve durata. Ad esempio la
densita di potenza spettrale S}X), richiesta dalla trasformazione 2.50, puo es-
sere stimata con una mediana delle stime in piu intervalli temporali diversi da
quello sotto analisi: in tal modo 'effetto di una stima distorta dalla presenza
di un eventuale segnale transiente in un intervallo verrebbe diluito dalle stime
in intervalli in cui il transiente non si manifesta. Si assume infatti che i segnali
transienti si manifestino con una relativa rarita.

Infine si pone un problema qualora non si intenda rimpiazzare 'ipotesi
di locale stazionarieta per la serie di rumore a favore di una piu restrittiva
ipotesi di stazionarieta in senso debole. Infatti le stime fatte per matrici di
varianza e covarianza, parametri autoregressivi, spettri, sono valide soltanto
entro ’arco di tempo in cui la serie di rumore puo essere considerata come
stazionaria. Con l'ipotesi di stazionarieta solo locale si ammette pero che
queste quantita siano lentamente variabili nel tempo e non possano dunque
essere stimate una volta per tutte. Si deve procedere ad una nuova stima ad
intervalli regolari di tempo, con una durata dettata dalla specifica formulazione
del generico concetto di locale stazionarieta. Altrimenti si possono utilizzare
stime adattive che si aggiornino gradualmente nel tempo sotto l'influenza degli
ultimi dati acquisiti e con un peso sempre minore attribuito ai dati piu vecchi.
Un esempio di stima adattiva di coefficienti autoregressivi viene suggerito in
[1] e sviluppato in [13] per I'implementazione nell’ambito del progetto VIRGO.
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Capitolo 3

Rivelazione di segnali
gravitazionali da supernovae

In questo capitolo ci si propone di verificare quale sia 'effettiva utilita applica-
tiva dei test di ipotesi che utilizzano le statistiche introdotte nella sezione 2.2.
In particolare verra fatto riferimento al caso della rivelazione di una particolare
classe di segnali da parte di un interferometro per onde gravitazionali come
VIRGO, confrontando i risultati con quanto gia disponibile in letteratura, ad
esempio in [28].

3.1 Ciriteri di valutazione delle prestazioni

Le prestazioni di un test di ipotesi usualmente vengono espresse per mezzo
della potenza 7 del test sotto ipotesi alternativa H;, per un fissato valore «
dell’ampiezza del test. Tale valore 7 = Pr(H,|H;) esprime la probabilita che il
test suggerisca il rifiuto dell’ipotesi nulla quando questa effettivamente e falsa:
e chiaro che un test risulta tanto migliore quanto piu 7 — 1.

L’ipotesi alternativa H; nel modello 2.1 & composta dall’unione di tutte le
ipotesi semplici che assumono la sovrapposizione di uno specifico segnale s alla
serie storica del rumore. Indicando con S l'insieme di questi possibili segnali
s, a cui si riferisce complessivamente H, si ha:

7= Pr(Hi|Hy,s)Pr(s). (3.1)
seS
ammesso che I'insieme S sia numerabile, altrimenti occorre una formulazione

corrispondente nel continuo. Per le statistiche proposte nella sezione 2.2 que-
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sta formulazione puo essere espressa in modo piu conveniente per mezzo del
parametro 6, definito dall’espressione 2.41; infatti questo & 'unico parametro
attraverso il quale il segnale modifica la distribuzione della statistica test T’
rispetto all’ipotesi nulla:

= / Pr(H,|Hy,5®) f5(6%)) ds™ (3.2)

{6(s):5€S}

dove f5(-) ¢ la densita di probabilita per il valore del parametro §(*).

Il valore di Pr(H,|H;,6®)), sulla base di quanto enunciato dalla proposizione
2.5, puo essere ricavato da una distribuzione di Fisher non centrale. L’insieme
{6(9) s € S} ¢ assai pit facile da specificare di quanto non sia S, essendo
tipicamente costituito da un intervallo di valori in Rt ammissibili per §(*), nel
caso pill generale 0 < 0®) < 4+00. Tuttavia di norma sara praticamente impos-
sibile riuscire a specificare la distribuzione fs(+), soprattutto in considerazione
del fatto che le statistiche della sezione 2.2 sono state introdotte per rivelare
segnali non ben conosciuti, appartenenti ad una famiglia & assai estesa e non
ben definita.

Il problema della definizione troppo vaga dell’insieme & e stato aggirato,
nel contesto del progetto VIRGO, introducendo un sottoinsieme standard di
segnali &* C & su cui valutare e confrontare le prestazioni dei vari test di
ipotesi descritti nella sezione 2.1. Si vedano a tale proposito i lavori [4], [5], [6],
[9], [28]. L’insieme S* scelto risulta costituito da 78 segnali diversi, frutto dei
modelli teorici proposti in [52] per I’emissione di onde gravitazionali prodotte
in un’esplosione di supernova! a 1 Kpc di distanza dalla terra?, con collasso
del nucleo centrale a stella di neutroni. Tale insieme costituisce dunque un
banco di prova particolarmente interessante, dal momento che la rivelazione
del segnale gravitazionale generato in eventi di questo tipo € uno degli obiettivi
principali del progetto VIRGO.

Si deve tuttavia considerare che i modelli teorici che portano alla defini-
zione dei segnali in §* non sono particolarmente affidabili e sono ben lontani

1Una supernova & la manifestazione dell’evento esplosivo con cui si conclude la vita di
stelle sufficientemente massicce. Normalmente il residuo centrale lasciato dall’esplosione &
un oggetto estremamente compatto, detto stella di neutroni, ma nel caso in cui la stella
progenitrice sia di massa molto elevata puo rimanere soltanto un buco nero, ed in alcuni
casi forse niente.

21 Kpc = 1 Kiloparsec = 3.084 - 10' Km
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dall’essere gli unici disponibili. Inoltre esistono esplosioni di supernovae che
avvengono con modalita e parametri molto diversi da quelli considerati in
[52]. In effetti la fisica teorica allo stato attuale non ¢ in grado di produrre
un modello soddisfacente ed unanimemente accettato per ’emissione di onde
gravitazionali in eventi di questo tipo.

In ogni caso le statistiche descritte nelle sezioni 2.1 e 2.2 non sono state
introdotte al solo scopo di rivelare un determinato segnale di origine astrofi-
sica: ad esse ¢ demandato il compito di rivelare qualsiasi non stazionarieta
di breve durata che vada a sovrapporsi al rumore localmente stazionario dello
strumento. L’identificazione della natura degli eventi rivelati come reali se-
gnali gravitazionali o qualche tipo di “voce” strumentale e rimandata ad una
seconda fase di analisi, possibile soltanto quando un buon numero di eventi
transienti sara gia stato osservato, consentendo la realizzazione di un catalo-

4

go dei tipi di transienti pitt comuni. Si ricorda che per “voce” strumentale si
intende qualsiasi manifestazione di non stazionarieta nella serie analizzata che

sia originata da eventi transienti nel dispositivo sperimentale.

Le considerazioni appena svolte indicano che la difficolta a fare inferenza
nasce dalla mancanza di una corretta specificazione dello spazio campionario
S e della misura di probabilita ad esso associata. Tale difficolta viene aggirata
riducendo lo spazio campionario a §* C S, ma questa operazione e chiaramente
piuttosto arbitraria. Affinché si possa sperare che i risultati dell’inferenza su
S* siano rappresentativi di una classe molto piu estesa di segnali (eventi) in S,
occorre almeno che questi risultati siano tra loro omogenei. Cio vuol dire che
¢ necessario esprimere un giudizio sulla robustezza delle procedure impiegate,
oltre che sulla loro potenza 7, preferendo tra di esse quelle che risultano piu
robuste in S*.

Nella letteratura citata non si utilizza m come misura delle prestazioni dei
test di ipotesi considerati. Si preferisce piuttosto definire un indice legato
alla distanza massima a cui puo essere posta la sorgente di un dato segnale
s € 8* senza che il test di ipotesi che viene studiato commetta un errore del
secondo tipo, accettando erroneamente l'ipotesi nulla Hy di solo rumore nei
dati. Questo indice presenta il vantaggio di risultare estremamente intuitivo e
significativo nel contesto della rivelazione di segnali di origine astrofisica.

Alcuni dei segnali in §* risulteranno intrinsecamente piu deboli di altri,
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e saranno pertanto osservabili soltanto a distanze inferiori, qualsiasi sia la
metodologia impiegata per la rivelazione. Occorre pertanto definire un indice
diverso dalla massima distanza di rivelazione, in modo da rendere confrontabili
tra loro i risultati ottenuti per diversi segnali s € §*. A tale scopo si usano
come valori di normalizzazione le distanze massime di rivelazione ottenibili con
il test del rapporto di verosimiglianza, per ogni specifico segnale s € §*.

Nel contesto della rivelazione di segnali il test del rapporto di verosimi-
glianza viene spesso chiamato col nome di matched filter o filtro di Wiener.
Nella sezione seguente daremo una descrizione dettagliata di questo test, che,
come si vedra, e utile come pietra di paragone ideale nel problema affronta-
to in questo lavoro, ma risulta non applicabile nel caso reale. Nella sezione
successiva si approfondira invece I'idea della distanza massima di rivelazione

come indice delle prestazioni di una data statistica test.

3.1.1 Test del rapporto di verosimiglianza

Supponendo di conoscere esattamente tutte le caratteristiche del segnale s =
(s1,82,...,8,) da rivelare in una serie di dati Y = (Y3,Y3,...,Y},), entrambe
le ipotesi del modello 2.1 sono ipotesi semplici. In questo caso il lemma di
Neyman-Pearson indica il test del rapporto di verosimiglianza semplice come
il test piu potente tra tutti quelli con la stessa ampiezza «. Nel caso in cui il
rumore sia gaussiano e con matrice di varianza e covarianza Y nota, allora e
in effetti possibile esprimere analiticamente il rapporto di verosimiglianza per
il modello 2.1; si ha infatti:

exp [—1Y'E7Y]

_ 3.3
exp [—%(Y —s)T (Y - s)] (3:3)
che puo essere riscritto come:
1
A =exp {—5 (ST7Y +Y'S7 s - s’z—ls)] : (3.4)

Dal momento che ¥ ! & simmetrica e definita positiva, per il teorema di Cho-
lesky esiste una matrice triangolare I' tale che ¥~! = I'"I". Ponendo 5 = I's e
Y =TV, ricordando che il prodotto scalare & commutativo:

—oxp |z 4 B
A=exp |[-5Y + 5 | (3.5)
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e dunque la statistica:
W =35Y, (3.6)

detta filtro di Wiener o matched filter, ¢ statistica sufficiente per A. Percio

esiste un valore di soglia 7, y tale che il seguente test di ipotesi:

si accetti Hy qualora sia W < 7, w,
si accetti H; qualora sia W > 7, w,

ha ampiezza « e risulta essere quello di potenza massima tra tutti quelli che
hanno la stessa ampiezza. Si veda in proposito [42].

Proposizione 3.1 La statistica W e normalmente distribuita:

W~ { NO,H§H2’ sotto Ho,'

Nisj2, s> sotto Hi. (3.7)

Dim: Sotto lipotesi nulla Y & distribuito come una normale multivariata di

media nulla e matrice di varianza e covarianza data da:
e =re-'(r-HT=1. (3.8)

Percid la statistica W = §'Y, in quanto combinazione lineare di normali stan-
dard indipendenti, sotto Hy ha distribuzione normale di media nulla e va-
rianza pari a y_,_, 52 = ||3]|%>. Sotto l'ipotesi alternativa H; si pud scrivere
W = §X +|5]|2, dove per X = T'X valgono gli stessi ragionamenti svolti per
Y nel caso dell'ipotesi nulla. In questo caso W risulta distribuita come una
normale di media [|3||? e varianza uguale a quella della distribuzione sotto Hy.
qed

Corollario 3.2 [l valore di soglia Tow per il test del rapporto di verosimi-

glianza semplice di ampiezza o basato sulla statistica W e dato da:
Ta,W — (I)(l—a)||§||7 (39)

dove ®(1_q) € il quantile per la probabilita (1 — ) di una distribuzione normale
standard.
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Il test del rapporto di verosimiglianza risulta ottimale soltanto nel caso in
cui il segnale, presente quando e verificata 'ipotesi H; del modello 2.1, sia
uno solo e perfettamente conosciuto in tutte le sue caratteristiche, compresa
I’esatta collocazione temporale. In questo senso gli n dati utilizzati nel filtro di
Wiener sono tutti e soli quelli per cui il segnale ¢ diverso da zero, individuabili
a priori proprio grazie alla conoscenza dell’eventuale segnale da rivelare. Se
invece i segnali da rivelare sono molti e non noti, come nel problema affrontato

in questo lavoro, il test del rapporto di verosimiglianza non e applicabile.

Sebbene non sia applicabile per la rivelazione di un generico segnale di §*, il
test del rapporto di verosimiglianza fornisce un limite superiore per la distanza
a cui si puo sperare di rivelare ciascuno specifico segnale s € S*. Infatti
tale test e quello di maggiore potenza tra tutti quelli che sfruttano I'esatta
conoscenza del segnale da rivelare e pertanto, a maggior ragione (si veda [23]),
garantira prestazioni migliori rispetto a test che sfruttano una conoscenza assai

piu ridotta sui segnali da rivelare, come ¢ il caso dei test del capitolo 2.

Nel caso di rumore correlato il filtro di Wiener richiede la conoscenza della
matrice di varianza e covarianza del rumore Y: cio pone per questo test di
ipotesi lo stesso tipo di problemi descritti nella sezione 2.3 per le statistiche
delle sezioni 2.1 e 2.2.

Per completezza si deve infine ricordare che, nel caso in cui non si dispon-
ga di alcuna informazione sulle caratteristiche del segnale da rivelare, il test
che garantisce le migliori prestazioni e il test del rapporto di verosimiglianza
generalizzato, come indicato in [23]. In questo caso la statistica test e simile a
W definita nell’equazione 3.6, ma con s sostituito dalla sua stima di massima
verosimiglianza Y. Si ottiene cosi una statistica equivalente al Norm Filter
descritto nella sezione 2.1, sebbene cio non sia stato osservato dagli autori che
hanno introdotto questa statistica in [4].

Tuttavia, nel caso preso in considerazione in questo lavoro, si ipotizza che
almeno alcune vaghe conoscenze sui segnali da rivelare siano disponibili e percio
e lecito attendersi che esistano statistiche di maggiore potenza rispetto al Norm
Filter. In effetti e questo il caso per i 78 segnali in §*, come evidenziato in
[28] con un confronto tra i risultati delle statistiche test finora proposte in
letteratura per lo specifico problema applicativo considerato.
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3.1.2 Distanze soglia

I segnali forniti da [52] sono stati tutti calcolati ammettendo che la sorgente
si trovasse ad una distanza di 10000 Kpc. Ad una distanza cosi elevata i se-
gnali risultano estremamente deboli, e con le tecnologie attuali non sarebbero
in alcun modo rivelabili. Essendo noto che l'ampiezza delle onde gravitazio-
nali decresce linearmente con 'aumentare della distanza, nell'insieme &* i 78
segnali sono stati normalizzati per una distanza di 1 Kpc. Dunque se z®,
i€{1,2,...,78}, & I'i-esimo segnale in §*, allora:

i
s = %), (3.10)
e lo stesso segnale, emesso perd da una sorgente a d Kpc dal punto di osserva-
zione (il nostro pianeta).

Ci si puo chiedere in effetti quale sia la massima distanza d = D;r da
usare in s affinché il test di ipotesi fondato sulla statistica 7" accetti ancora
I'ipotesi alternativa H; del modello 2.1. D;s ¢ chiaramente una variabile
aleatoria, poiché il valore che assume dipende dalla particolare realizzazione del
processo stocastico di rumore presente nella serie di dati analizzati. Pertanto
come indice della capacita della statistica 7" di rivelare 1’i-esimo segnale si puo
considerare la mediana Ji,T della distribuzione di D; 7.

In realta nei lavori [4], [5], [6], [9], [28], la variabile aleatoria D; 7 non viene
introdotta e di fatto ci si limita ad utilizzare il suo valore medio ain: ma questo
indice e assai meno robusto della mediana rispetto a rivelazioni sulla coda della
distribuzione di D;r verso i valori piu elevati e meno probabili. La differenza
tra i due indici e comunque di poco rilievo per statistiche con distribuzione ap-
prossimativamente normale, anche se 'indice che utilizza la mediana dovrebbe
risultare di maggiore affidabilita nel caso in cui la distribuzione di D; r venga
ricavata per mezzo di un numero non molto elevato di simulazioni.

Il valore di Ji,T consente un agevole confronto tra le prestazioni di statistiche
diverse applicate alla rivelazione di uno stesso tipo di forma d’onda 2 € S*.
Tuttavia non sono possibili confronti tra le prestazioni ottenute dalla stessa
statistica applicata a segnali di forma diversa. Infatti , come si e detto, alcuni
segnali possono essere, a parita di distanza, intrinsecamente piu deboli di altri

e quindi per essi anche valori non elevati di d; debbono essere considerati

positivamente.
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Per ottenere un indice che abbia lo stesso significato per tutti i segnali, si
puo pensare di confrontare il valore di di,T, ottenuto per la statistica test T,
con il valore sz',w che si otterrebbe sullo stesso segnale utilizzando il test del
rapporto di verosimiglianza. Si introduce quindi come indice di prestazioni

della statistica T sulla forma d’onda 2 il rapporto:

~

0,1
—, 3.11
. (3.11)

&

i T =

che assume valori nell’intervallo adimensionale [0, 1], data ottimalita del test
del rapporto di verosimiglianza.

3.2 Le prestazioni dei test wavelet

In [4], [5], [6], [9], [28], i test di ipotesi proposti vengono messi alla prova sui
segnali in §* campionati a 20 KHz, assumendo un rumore bianco e gaussia-
no con varianza 0% = 1.6 - 107% e fissando un tasso medio di falsi allarmi
per unita di tempo kg, pari a 72 falsi allarmi per ora, ossia uno ogni 50 se-
condi di dati acquisiti. Questi valori sono stati fissati in modo da riprodurre
una configurazione sperimentale simile a quella che si prevede di utilizzare in
VIRGO.

In realta il rumore strumentale non sara affatto bianco. Per giustificare la
semplificazione adottata nella letteratura citata si fa osservare che nell’inter-
vallo di frequenze [0.2,1] KHz lo spettro dovrebbe risultare piuttosto piatto
e che i segnali gravitazionali originati in esplosioni di supernovae dovrebbero
manifestarsi prevalentemente in questa banda di frequenze. Inoltre e previsto
che la serie di dati venga sottoposta ad una procedura di whitening che elimi-
ni la correlazione nella serie di rumore. Il valore di 0% citato in precedenza
e fissato approssimativamente in corrispondenza del minimo dello spettro di
rumore previsto per lo strumento, che cade proprio nell’intervallo di frequenze
indicato.

In questo lavoro si operano scelte conformi a quelle citate, in modo da
mantenere un confronto diretto con i risultati riportati in letteratura.

Le scelte sui parametri delle statistiche test della sezione 2.2 sono invece
state operate sulla base delle vaghe conoscenze a priori disponibili sulle ca-
ratteristiche generali dei segnali da rivelare, senza tenere conto degli specifici
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Figura 3.1: Alcuni dei 78 segnali in §* (a sinistra) assieme agli spettri di Fourier
corrispondenti (a destra). Si noti che la base dei tempi e la scala verticale non
e la stessa per tutti i segnali.
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Figura 3.2: A sinistra: andamento temporale di una wavelet di Daubechies
a minima asimmetria con 3 momenti nulli, linea continua, e della funzione di
scala corrispondente, linea tratteggiata, per dati campionati ogni 0.05 millise-
condi (20 KHz). A destra: risposte in frequenza delle due funzioni mostrate
nella figura a sinistra.

78 segnali utilizzati in §*. Gli studi teorici sono in linea di massima concordi
nell’attribuire ai segnali originati in esplosioni di supernovae un andamento
oscillante con frequenze inferiori a pochi KHz, di durata variabile tra qual-
che millisecondo a qualche decina di millisecondi. In effetti queste indicazioni
vengono rispettate anche dai segnali in §*, alcuni dei quali vengono mostrati,

insieme agli spettri corrispondenti, in figura 3.1.

Si e scelto di usare come wavelet madre ortogonale 1) una wavelet di Dau-
bechies ad asimmetria minima con i primi tre momenti nulli, descritta in [15]
e mostrata in figura 3.2 assieme alla funzione di scala ¢ ad essa associata.
Si tratta di una wavelet a supporto compatto e non molto esteso, con buone
proprieta di localizzazione temporale dei picchi nel segnale. La risoluzione in
frequenza non e molto elevata, come risulta dall’ampiezza della funzione di
risposta mostrata sempre in figura 3.2; in ogni caso tale risoluzione e adeguata
ai nostri scopi, dal momento che le oscillazioni dei segnali da rivelare sono in

generale piuttosto irregolari, ben lontane da un andamento sinusoidale.

Per dati campionati a 20 KHz i coefficienti wavelet alla scala j colgono
fluttuazioni nei dati a frequenze dell’ordine di 20/2/ KHz. Dal momento che

si ¢ ipotizzato per i segnali da rivelare un contributo rilevante soltanto per
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frequenze inferiori a pochi KHz, si e scelto di utilizzare le prime due scale per i
denominatori delle statistiche definite nella sezione 2.2. Infatti tali scale sono
caratterizzate da frequenze di poco inferiori a 10 e 5 KHz rispettivamente, e
quindi dovrebbero consentire un’adeguata stima della varianza del rumore sen-
za essere influenzate dai segnali eventualmente presenti. Nei numeratori delle
statistiche test vengono invece utilizzate combinazioni di coefficienti relativi
a scale j > 2, corrispondenti a frequenze inferiori a 2.5 KHz, per le quali si

presume che i segnali abbiano contributi non trascurabili.

Gli intervalli di dati analizzati in ogni singolo test di ipotesi contengono
256 dati ciascuno, ossia 12.8 millisecondi di dati campionati a 20 KHz. Que-
sta larghezza risulta approssimativamente commisurata alle vaghe indicazioni
sulle durate dei segnali da rivelare date in precedenza. Gli intervalli risultano
separati I'uno dall’altro di 16 dati: cido consente di sfruttare i benefici della
trasformata su un intervallo esteso, descritti nella sezione 2.2.3, per calcolare
statistiche test che utilizzino coefficienti di scale 7 < 4. Inoltre in questa con-
figurazione la sovrapposizione tra intervalli consecutivi rimane notevole, 240
dati su 256: percio si presume che sia limitata la perdita di potenza rispetto a
test in intervalli spostati di un solo dato I'uno dall’altro.

In virtu delle considerazioni appena esposte si e scelto di verificare sui
segnali in §* le prestazioni delle statistiche Ty, 956, Ti,,256, Lp4,256> Lipa64,2565
Tpu60,2565 Lipapaa,256- Con 1 valori di kg, e della frequenza di campionamento
citati in precedenza, I’ampiezza dei singoli test di ipotesi, che si ottiene grazie
all’equazione 2.46, risulta pari ad o = 1.6-107%: i valori di soglia che ne conse-
guono ed i gradi di liberta delle distribuzioni delle varie statistiche considerate
sono riportati in tabella 3.1.

Per ognuna delle statistiche considerate e per ciascuno dei 78 segnali in &*
¢ stata calcolata la probabilita di rivelazione Pr[T > 7,|2(, d] condizionata
all’emissione della forma d’onda 2() € S§* da parte di una sorgente posta ad
una distanza di d Kpc. Si fa notare che questa probabilita in funzione di d non &
altro che la distribuzione di probabilita cumulata da destra della distanza soglia
D; r introdotta nella sezione 3.1.2. La stessa quantita puo essere interpretata
anche come la potenza del test basato sulla statistica 7" per la forma di segnale
2@ al variare della distanza d della sorgente.

La probabilita Pr[T > 7,7|2®, d] & stata ricavata sia teoricamente che per
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Tw;’, ,256 T¢4 ,256 T¢4 ,256 T¢3¢4 ,256 T¢4 $4,256 T¢3¢4 $4,256
2 32 16 16 48 32 64

vy 192 192 192 192 192 192
T | 0.4495 0.2923 0.2923 0.5969 0.4495 0.7397

Tabella 3.1: Gradi di liberta 14 e v, e valori di soglia 7., per le distribuzioni di
Fisher che competono, sotto ipotesi nulla, ad alcune delle statistiche proposte
nella sezione 2.2. Intervalli di 256 dati ciascuno separati di 16 dati I'uno
dall’altro, k¢, = (1/50) sec™ !, ossia a = 1.6 - 10~°. Wavelet e funzione di scala
utilizzati sono mostrati in figura 3.2.

mezzo di simulazioni. Nel primo caso si e fatto ricorso alla distribuzione sotto
ipotesi alternativa H; delle statistiche test fornita dalla proposizione 2.5. Il pa-
rametro di non centralita 6¢*) & stato ottenuto a partire da 2 e d definendo il
segnale come nell’espressione 3.10 ed applicando I’equazione 2.41. Nel secondo
caso sono state utilizzate 1000 realizzazioni 2(") indipendenti e senza falsi allar-
mi della serie di rumore da sovrapporre a ciascun segnale, r € {1,2,...,1000}.
Esprimendo il segnale alla distanza d per mezzo della relazione 3.10 e ricordan-
do la linearita della trasformata wavelet discreta enunciata nella proposizione

2.1, si ha:
| (z(”)|2 (z@) (™)

(y@dmy 2 1%m gsm_%jm ()2
|alj7m =5 + 2 g + |dj,m , (3.12)
dove y(®") & la serie di dati per 1’i-esimo segnale con sorgente a distanza

d, sovrapposto all’r-esima realizzazione di rumore. Per mezzo della relazione
3.12 e dell’analoga per i coefficienti di scala, I'’equazione 1" = 7,7, per le
statistiche della sezione 2.2, si risolve come un’equazione di secondo grado in
d: la radice positiva rappresenta il valore assunto dalla distanza soglia D; r in
corrispondenza della realizzazione (" della serie di rumore. In tal modo si
ottiene una distribuzione empirica di 1000 valori della variabile aleatoria D; 7.

In generale si trova un ottimo accordo tra i risultati delle simulazioni e le
distribuzioni teoriche. Alcuni esempi vengono mostrati nella figura 3.3. In
tabella 3.2 vengono riportate alcune statistiche riassuntive dei valori assunti,
tra i 78 segnali di §*, dal rapporto:

7(teor.
di
dl(?zp-)

pir = (3.13)
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tra la mediana teorica afz(-f;or') e quella empirica Jg?”') della distanza soglia D; r.

Sia nella tabella 3.2 che nella figura 3.3 ¢ evidente, per la statistica Ty, 256,
una leggera sovrastima della mediana teorica rispetto a quella empirica. Que-
sto effetto puo essere meglio compreso andando a considerare il caso del segnale
#16 in &*, per il quale P16,Ty, 256 == 300.

In figura 3.4 vengono mostrati, al variare dell’intervallo di analisi, i valori
assunti dalle sommatorie dei moduli quadri dei coefficienti wavelet alle prime
tre scale, sommatorie che compaiono nella definizione della statistica Ty, 256
data dall’equazione 2.11. La serie di dati analizzata & costituita dal segnale
#16 ad una distanza di 1 Kpc sovrapposto ad una particolare realizzazione,
senza falsi allarmi, della serie di rumore; viene mostrato anche il valore assunto
dalle sommatorie citate quando nei dati e presente soltanto il rumore o soltanto
il segnale. E evidente che il contributo del segnale non e affatto trascurabile al-
la seconda scala, al contrario di quanto era stato assunto nella proposizione 2.5
per ricavare la distribuzione teorica della statistica test Ty, 256. Considerando
che la sommatoria relativa ai coefficienti della seconda scala veniva usata nella
statistica test al fine di stimare la varianza del rumore, si capisce che la pre-
senza del segnale comporta una notevole sovrastima di tale varianza. Questa
sovrastima si produce proprio in corrispondenza di quegli intervalli in cui il
segnale, contribuendo in modo significativo alla sommatoria relativa alla terza
scala, dovrebbe portare la statistica test a superare il valore di soglia fissato
per la rivelazione. Il risultato ¢ quello di una totale cancellazione degli effetti

Tlpg ,256 T¢4,256 T¢4 ,256 T¢3¢4 ,256 T¢4¢4 ,256 T¢3¢4¢4 ,256
Pmin 0.9910 0.9854 0.9857 0.9841 0.9844 0.9833

I 1.03077 0.9994 0.9984 1.0004 0.9970 0.9976
Pmax | 1.2687" 1.0215 1.0194 1.0284 1.0127 1.0122
o 0.05227 0.0081 0.0068 0.0092 0.0060 0.0055

Tabella 3.2: Valori minimi, medi, massimi e deviazione standard dei 78 rap-
porti p; 7, tra le mediane teoriche e quelle simulate della distribuzione della
distanza soglia per il segnale #: rivelato dalla statistica 7. Caratteristiche
delle statistiche test come in tabella 3.1, varianza del rumore 0% = 1.6-107*".
Il simbolo t indica valori ottenuti con I’esclusione del segnale #16.
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Figura 3.3: In alto: probabilita di rivelazione condizionata alla distanza della
sorgente per il segnale #19 e la statistica T, 256; la stessa quantita puo essere
interpretata come la distribuzione di probabilita, cumulata da destra, della
distanza soglia Dlg,deB,Q%. La curva continua e il risultato di 1000 simulazioni di
rumore senza falsi allarmi, la curva tratteggiata ¢ ottenuta dalla distribuzione
teorica. I parametri sono gli stessi impiegati per la tabella 3.2. In basso: come
nella figura sopra, ma per il segnale #48 e la statistica T, 256-
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Figura 3.4: Nel riquadro superiore viene mostrato I’andamento della somma
dei moduli quadri dei coefficienti wavelet alla scala j = 1 in intervalli di 256
dati ciascuno, separati di 16 dati I'uno dall’altro; nei due riquadri sottostanti
la stessa quantita e mostrata per le scale j = 2 e j = 3. La linea continua si
riferisce al segnale immerso nel rumore, mentre le linee tratteggiate e a tratto-
punto sono, rispettivamente, per il solo segnale ed il solo rumore. Il segnale
considerato e il #16 ad una distanza di 1 Kpc, la mediana della distribuzione
teorica della distanza soglia per la statistica T, 256; 1'effettivo valore assunto
nei vari intervalli da questa statistica viene confrontato nel quarto riquadro con
il relativo valore soglia 7. La presenza del segnale e evidente alla seconda
ed alla terza scala, ma non nella statistica test. I parametri utilizzati sono gli
stessi indicati per la tabella 3.2.
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Figura 3.5: Grafici come in figura 3.4, ma per il segnale #75 ad una distanza
di 35 Kpc e per la statistica Tj, 256; si noti che nel terzo riquadro ¢ valutata
la somma dei moduli quadri dei coefficienti di scala per .J = 4, che compare
come numeratore di Ty, 256.
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Ty, 256 Ty 256 Ty, 256 Tp,,256 Lpyps 256

vr 64 32 16 16 96

Ten | 1.1007 0.7148 0.4600 0.4600 1.6516
d9 | 1.4778 1.1372 12.9913 | 21.4441 1.5336
d9 | 1.4219 1.0767 13.0768 | 21.4347 1.4736
pie | 1.0393 1.0563 0.9935 1.0004 1.0407

Lyapa256 | Lpopaa256 | Lpuga256 | Tyapuga256 | Tuoyapaga,256

v 48 112 32 64 128

Ter. | 0.9558 1.8795 0.7148 1.1907 2.1063
d9 | 9.9741 7.7092 21.3642 | 17.6087 | 13.9983
d | 9.9970 7.6765 21.4265 | 17.6017 | 13.9554
p6 | 0.9977 1.0043 0.9971 1.0004 1.0031

Tabella 3.3: Distanze soglia teoriche d§’2 ed empiriche aig%), su 1000 simulazioni,
per la rivelazione del segnale #16 utilizzando varie statistiche wavelet con soli
coefficienti della prima scala a denominatore. Con pg si indica il rapporto
tra distanze teoriche ed empiriche. 7, ¢ l'elemento separatore della regione
critica dei test, mentre 4 sono i gradi di liberta dei numeratori; v, = 128 ¢ il
grado di liberta dei denominatori.

del segnale nel valore assunto dalla statistica test, come mostrato in figura 3.4.

Alla luce delle considerazioni appena svolte, utilizzando soltanto coefficien-
ti della scala j = 1 per stimare la varianza del rumore nel denominatore di
T, 256, ¢ presumibile che scompaia la discrepanza tra valore teorico e valore
empirico della mediana della distanza soglia. In effetti con questa configura-
zione si ottiene P16,Ty, 256 = 1.05, indice di un buon accordo tra la distribuzione
empirica e quella teorica per la mediana della distanza soglia ottenuta con
T4, 256- In tabella 3.3 vengono mostrati i risultati ottenuti, sempre sul segnale
#16, da una serie di statistiche wavelet che utilizzano nei propri denominatori
soltanto i coefficienti wavelet alla prima scala. Si noti come, a conferma delle
considerazioni svolte in precedenza, la statistica Ty, 256, con i coefficienti della
seconda scala impiegati a numeratore anziché a denominatore, & caratterizzata

da una distanza soglia addirittura superiore di quella che compete a Ty, 956.

Come alternativa, se non si intendesse rinunciare all’uso della seconda scala

per la stima della varianza del rumore, si potrebbe valutare il denominatore
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della statistica test T}, 256 in un intervallo di dati precedente a quello in cui
viene calcolato il numeratore. Facendo riferimento alla figura 3.4, si potrebbe
valutare il denominatore nell’intervallo 90 quando il numeratore e calcolato
nell’intervallo 110. In tal modo, grazie alla sua breve durata, il segnale non
si manifesterebbe contemporaneamente a numeratore ed a denominatore e le
assunzioni della proposizione 2.5 sarebbero soddisfatte: I'effetto di cancellazio-
ne descritto in precedenza non potrebbe aver luogo. Questo tipo di approccio
potrebbe essere applicato a tutte le statistiche della sezione 2.2, ma affinche
abbia senso si deve assumere che il rumore si mantenga stazionario per tempi
superiori a quello che intercorre tra gli intervalli utilizzati a numeratore ed a

denominatore.

Come si puo dedurre dai valori riportati in tabella 3.2, i miglioramenti
ottenibili con queste modifiche delle statistiche test sarebbero apprezzabili so-
lamente utilizzando T}, 56 ed assai probabilmente risulterebbero rilevanti solo
per il segnale #16. Come esempio in figura 3.5 sono riportati gli stessi grafici
della figura 3.4, ma per il segnale #75 ad una distanza di 35 Kpc e per la
statistica Ty, 256: il segnale non fornisce contributi rilevanti alla seconda scala
e la statistica test riesce a rivelarlo in questa simulazione, benché la distanza

scelta sia uguale alla mediana teorica della distanza soglia.

Al di 1a del metodo impiegato per il loro calcolo, i valori delle mediane
delle distanze soglia per i 78 segnali risultano estremamente eterogenei anche
per una stessa statistica test. Percio un commento generale su questi valori ¢
piuttosto difficile. Nella figura 3.6 € tracciato 'istogramma dei valori trovati
per alcune delle statistiche considerate, mentre in tabella 3.4 si riporta un

sommario dei risultati trovati.

La distanza soglia € un parametro estremamente significativo dal punto di
vista dell’applicazione che si sta trattando: permette di capire le potenzialita
di rivelazione di sorgenti da parte del dispositivo sperimentale usato. Tuttavia
dai valori delle distanze soglia non si ha alcuna indicazione sulla qualita del test
statistico impiegato. Alcuni segnali sono intrinsecamente deboli e di difficile
rivelazione anche utilizzando il metodo ottimale costituito dal test del rapporto
di verosimiglianza, descritto nella sezione 3.1.1.

Applicando il test ottimale ai segnali in §* i valori mediani delle distanze
soglia oscillano tra czmin ~ 1.4 Kpc e szax ~ 127 Kpc; in media si ha d =

28



ee! “EOG - GNM - PNM a)

! I : ! ! !
60 80 100 120
Distanza (Kpc)

Figura 3.6: Istogrammi delle distanze soglia per i segnali di §* utilizzando: a)
il test del rapporto di verosimiglianza; b) la statistica Ty, 256; ¢) la statistica
Typasa.256; d) lo Slope Filter in intervalli di 40 dati separati di un solo dato I'uno
dall’altro. Sono riportate come linee tratteggiate alcune distanze significative:
CG=centro della galassia (8.4 Kpc), EOG=estremo opposto della galassia (24
Kpc), GNM=Grande Nube di Magellano (55 Kpc), PNM=Piccola Nube di
Magellano (74 Kpc).
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T¢3,256 ‘ T¢4,256 ‘ T¢4,256 ‘ T¢3¢4,256 ‘ T¢4¢4,256 ‘T¢3¢4¢4,256
Distribuzioni teoriche

dmin | 0.0339 0.2796 0.9013 0.2280 0.8095 0.6800
d 1.2274 4.1870 16.3522 3.4938 14.9055 | 12.5545
Amax | 4.6164 13.7422 | 89.6386 | 10.9236 | 77.4202 | 64.7996
Distribuzioni empiriche
din | 0.03397 0.2812 0.9113 0.2294 0.8189 0.6842
1.1914f 4.1910 16.3747 3.4906 14.9449 | 12.5795
max | 4.5375 13.8809 | 89.3632 | 10.9993 | 77.4154 | 64.6379

Tabella 3.4: Valori minimi, medi, massimi e deviazione standard per le di-
stanze soglia (in Kpc) dei 78 segnali di S* rivelati con sei statistiche diverse.
[ parametri utilizzati sono indicati in tabella 3.2. Il simbolo { indica valori
ottenuti con l’esclusione del segnale #16.

26.1 Kpc, una distanza comparabile a quella che separa la Terra dal punto
piu remoto della nostra galassia. In figura 3.6 e riportato l'istogramma delle
mediane delle distanze soglia anche per il test del rapporto di verosimiglianza.

Per un confronto piu analitico delle prestazioni di una statistica test T
sul segnale i-esimo con quelle del test ottimale, si utilizza il rapporto tra le
mediane delle distanze soglia corrispondenti ¢; 7, definito nell’equazione 3.11.
I valori che si ottengono, per alcune delle statistiche utilizzate, sono mostrati
in figura 3.7, mentre in tabella 3.5 si riportano alcune statistiche di sintesi.

Le prestazioni migliori sono ottenute dalle statistiche Ty, 256 € Ty, ¢4,256-
Solamente per 20 dei 78 segnali la statistica Ty, 4, 256 ottiene prestazioni migliori
di T}, 256, mentre solo per il segnale #39 i risultati migliori sono ottenuti da
Tps,256-

Si poteva intuire a priori che Ty, 956 € Ty, 04,256 avrebbero avuto prestazioni
migliori delle altre statistiche wavelet sui segnali considerati. Infatti dalle
conoscenze teoriche si sapeva che i segnali da rivelare, in generale, non solo
in &*, sono caratterizzati prevalentemente da frequenze inferiori a 1-2 KHz;
d’altra parte i coefficienti di scala per J = 4 agiscono proprio come filtri passa-
basso con una frequenza di taglio superiore attorno a 600 Hz. Dunque risultano
avvantaggiate tutte le statistiche che utilizzano questi coefficienti, e che sono
caratterizzate dal pedice ¢4. La statistica Ty,y,¢4,256 Si comporta leggermente
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Figura 3.7: In alto: rapporti di prestazioni €i,T,, 2560 SUL 78 segnali di &, per
la statistica T, 256. 1 cerchi indicano i risultati teorici, il cui valore medio ¢
in corrispondenza dalla linea orizzontale tratteggiata; gli asterischi indicano i
risultati ottenuti con 1000 simulazioni di rumore, con media segnata dalla linea
orizzontale continua. I parametri impiegati sono gli stessi riportati in tabella
3.2. In basso: come per la figura in alto, ma per la statistica Ty, ¢, 256-
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Tyapss | Tyazso | Tpuso | Tpawa256 | Tapa256 | Tpgu 256

Distribuzioni teoriche

E€min | 0.0010 0.0086 0.2287 0.0068 0.4115 0.3623

g 0.0692 0.2164 0.6078 0.1820 0.5724 0.4843

Emax | 0.2013 0.5565 0.7162 0.4625 0.6315 0.5325

o, 0.0522 0.1459 0.0880 0.1202 0.0475 0.0399
Distribuzioni empiriche

Emin | 0.00107 0.0087 0.2276 0.0068 0.4108 0.3623

5 0.0675f 0.2163 0.6090 0.1817 0.5742 0.4855

Emax | 0.1990 0.5569 0.7164 0.4650 0.6343 0.5337

o, 0.0513" 0.1459 0.0890 0.1202 0.0481 0.0402

Tabella 3.5: Valori minimi, medi, massimi e deviazione standard dei rapporti
di prestazioni ; 7, nelle stesse condizioni indicate in tabella 3.2. Il simbolo {
indica valori ottenuti con ’esclusione del segnale #16.

peggio delle altre due poiché utilizza anche i coefficienti wavelet alla scala j = 3
che agiscono sui dati come filtri passa-banda per frequenze attorno a 2.5 KHz:
i risultati ottenuti mostrano che in questa banda evidentemente viene colto, di

norma, pit rumore che segnale.

Oltre a mostrare i piu elevati valori per la media £ degli indici di presta-
zioni sui 78 segnali di &%, le statistiche Ty, 956 € Ty,p4,256 S mostrano anche
particolarmente robuste. Infatti, a parte pochissimi casi particolari, non ci
sono grandi differenze tra i valori di €; 7 ottenuti per i vari segnali considera-
ti e, conseguentemente, i valori di 0. sono limitati. Questa proprieta risulta
estremamente desiderabile quando, come nel caso considerato, I'insieme S dei
segnali che si vorrebbe rivelare e molto esteso e poco definito. Infatti si ricorda
che i segnali a cui si e potenzialmente interessati non sono affatto ristretti ai
soli 78 segnali di &*.

Si fa notare che i valori di ¢; 7 trovati sono indipendenti dal valore di ox che
e stato considerato. Infatti, tenendo conto dell’espressione 2.41 e della 3.10,
si dimostra facilmente che mantenendo costante il prodotto oy d il valore del
parametro di non centralita § non varia. Percio, in questo caso, la distribuzione
delle statistiche wavelet sotto ipotesi alternativa rimane immutata; dunque
Ma la

stessa identica situazione si verifica per le distanze soglia ottenute con il test

raddoppiando il valore di ox si trovano distanze soglia dimezzate.
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del rapporto di verosimiglianza, come si dimostra facilmente considerando la
proposizione 3.1. Dal momento che in entrambi i casi le distanze soglia sono
inversamente proporzionali a oy, i valori di €; 7 rimangono immutati al variare
di oy.

La combinazione di buone prestazioni ed elevata robustezza rispetto al tipo
di segnale rende le statistiche Tj, 256 € Ty, 04,256 pParticolarmente interessanti
nel contesto delle soluzioni proposte in letteratura per discriminare tra le due
ipotesi del modello 2.1. In [28] viene presentato un confronto tra le statistiche
test descritte nella sezione 2.1: i risultati sono riassunti in tabella 3.6.

La statistica denominata Slope Filter, indicata come S, nell’equazione 2.7,
emerge come la migliore: se la si impiega nelle stesse condizioni sperimentali
adottate per conseguire i risultati della tabella 3.5, si ottiene addirittura £ =
0.79; tuttavia questo risultato e ottenuto utilizzando una griglia di valori per
la larghezza n degli intervalli di dati da analizzare: tale griglia e definita sulla
base di una partizione in classi dell’insieme §*, possibile solamente grazie alla
conoscenza a priori dei segnali in questo insieme. Non e affatto detto che la
griglia di valori scelta sia altrettanto conveniente per segnali diversi da quelli
in §*. Considerazioni del tutto analoghe possono essere svolte per i risultati
quotati in tabella 3.6 per le statistiche Offset Filter e Peak Correlator, che
pure mostrano elevati valori di €.

Utilizzando un singolo valore per la larghezza n dell’intervallo di dati da
analizzare, lo Slope Filter consente di ottenere al massimo £ ~ 0.62 sui segnali
di §*, come indicato in [9] e [28]. Questo valore di € & ottenuto per n = 40,
cioe 2 millisecondi di dati a 20 KHz, con una separazione di un solo dato tra

BC | NF [ NA ] SF | OF | PC
10.9 | 11.5 | 11.4 | 20.7 | 20.0 | 185
0.43 | 0.46 | 0.47 | 0.79* | 0.78* | 0.73

LIERSY

Tabella 3.6: Medie dei rapporti di prestazioni sui segnali di §* per le statisti-
che test presentate in letteratura, con le stesse caratteristiche di rumore e lo
stesso tasso di falsi allarmi impiegati per ottenere i risultati della tabella 3.5.
Il simbolo I indica risultati ottenuti per mezzo di qualche adattamento alle
caratteristiche specifiche di sottoinsiemi di §*. BC=Bin Counting; NF=Norm
Filter; NA=Norm of the Autocorrelation; SF=Slope Filter; OF=0Offset Filter;
PC=Peak Correlator.
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Figura 3.8: Rapporti di prestazioni ¢;g,, conseguiti sui segnali di &* dalla
statistica Slope Filter in intervalli di 40 dati ciascuno, separati di un solo dato
I’'uno dall’altro. Risultati ottenuti con 500 simulazioni indipendenti di rumore
senza falsi allarmi. Stesse condizioni di rumore e stesso tasso medio di falsi
allarmi utilizzati per la figura 3.7.

un intervallo analizzato ed il successivo. Ancora una volta si nota un certo
grado di adattamento alle caratteristiche degli specifici segnali presenti in &%,
dal momento che il valore di n per lo Slope Filter viene scelto a posteriori,
sulla base del migliore risultato ottenuto. Tuttavia in [9] viene messo in rilievo
che, per questa statistica, scelte moderatamente diverse per n non comportano
drastiche diminuzioni del valore di z.

Percio si e scelto di utilizzare lo Slope Filter con n = 40 per calcolare i
valori di €; g,, mostrati in figura 3.8. A tale scopo sono state impiegate 500
simulazioni della serie di rumore, indipendenti e prive di falsi allarmi. Il valore
medio che si e ottenuto risulta pari a £ ~ 0.57 nel caso in cui si considerino le
mediane delle distribuzioni empiriche delle distanze soglia. In [9] invece sono
state usate le medie delle distribuzioni empiriche per ottenere il valore £ ~ 0.62;
in effetti, utilizzando la media al posto della mediana, anche per le simulazioni

utilizzate nel presente lavoro si ottiene £ ~ (.60, in buon accordo con il valore
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riportato in letteratura. D’altra parte, come discusso in precedenza, si ritiene
la mediana un indice piu robusto rispetto alla media per la locazione di una
distribuzione generica.

Le statistiche Ty, 256 € Ty, 4,256, per le quali si ha rispettivamente £ ~ 0.61
e € ~ 0.57, risultano pertanto avere delle prestazioni medie ben comparabili
con quelle dello Slope Filter, garantendo nel contempo una robustezza assai
maggiore rispetto al tipo di segnale considerato. Infatti, dal confronto delle
figure 3.8 e 3.7, appare evidente che lo Slope Filter risulta molto piu disomoge-
neo nei risultati che riesce ad ottenere su segnali diversi: per questa statistica
test risulta 0. ~ 0.19 a fronte di 0. >~ 0.09 e 0. ~ 0.05 ottenuti da T}, 256 €
Ty, 64,256 Tispettivamente. Inoltre per lo Slope Filter si ha un valore e, ~ 0.21

inferiore rispetto alle altre due statistiche.

3.2.1 Dipendenza dall’ampiezza o del test

Si e provato a valutare 'influenza della scelta dell’ampiezza « sulle prestazioni
dei test di ipotesi proposti nella sezione 2.2. Percid si ¢ fissato v = 1075,
un valore 16 volte inferiore a quello usato per ottenere i risultati riportati in
tabella 3.5; gli altri parametri sono rimasti invariati. Con questo valore di
a in media solo un test ogni milione da luogo ad un falso allarme; con una
frequenza di campionamento di 20 KHz ed una separazione di 16 dati tra
intervalli consecutivi analizzati, dall’equazione 2.46 si ricava un tasso atteso di
falsi allarmi pari a g, = (1/800) sec™!, ma si deve ricordare che i falsi allarmi
non risultano distribuiti omogeneamente nel tempo, come si ¢ discusso nella
sezione 2.2.2. I risultati ottenuti con questo cambiamento di « sono riassunti
in tabella 3.7 e sono stati ricavati utilizzando la distribuzione teorica sotto
ipotesi alternativa delle statistiche considerate.

E evidente una diminuzione dei valori delle distanze soglia per tutte le
statistiche, indice di un generale peggioramento delle prestazioni. Tuttavia,
diminuendo il tasso atteso di falsi allarmi kg, diminuiscono anche le distanze
soglia ottenute con il test del rapporto di verosimiglianza: come conseguenza
si hanno indici di prestazioni € praticamente identici a quelli corrispondenti ad
un tasso di falsi allarmi 16 volte superiore: si confrontino i valori della tabella
3.7 con quelli della tabella 3.5.

Dunque le statistiche proposte si mantengono assai valide anche nel caso in
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T¢3,256 T¢4,256 T¢4,256 T¢3¢4,256 T’(ﬁ4¢4,256 T¢3¢4¢4,256
‘ T 0.5116 0.3410 0.3410 0.6711 0.5116 0.8252

dmin | 0.0307 0.2523 0.8132 0.2071 0.7340 0.6184
d 1.1128 3.7782 14.7554 3.1741 13.5137 | 11.4189
Amax | 4.1851 12.4009 | 80.8835 9.9246 70.1966 | 58.9348
Emin | 0.0010 0.0086 0.2294 0.0068 0.4148 0.3664
g 0.0698 0.2171 0.6099 0.1838 0.5771 0.4899
€max | 0.2030 0.5585 0.7188 0.4672 0.6367 0.5386
o8 0.0527 0.1464 0.0883 0.1215 0.0479 0.0404

Tabella 3.7: Risultati teorici analoghi a quelli riportati nelle tabelle 3.4 e 3.5,
ma variando le soglie 7, in modo da ridurre il tasso medio di falsi allarmi a
Kkt = (1/800) sec™': 'ampiezza dei singoli test si riduce da o = 1.6 - 107° a
a = 107° in questo caso. Gli altri parametri sono lasciati invariati.

cui nella pratica sperimentale si fosse costretti a ridurre il tasso di falsi allarmi
per riuscire a gestire la trattazione successiva di questo tipo di eventi.

3.2.2 Dipendenza dalla larghezza n dell’intervallo

Uno dei parametri che definiscono le statistiche della sezione 2.2 e la larghezza
n dell’intervallo di dati su cui si effettua un singolo test di ipotesi. Si & pensato
di studiare quali siano le conseguenze della scelta operata per n sulle prestazioni
ottenute dai test di ipotesi che utilizzano queste statistiche.

A tale scopo si e scelto di considerare, a titolo di esempio, una coppia di
segnali di §*: il segnale #39 e stato selezionato poiché per esso la statistica
T4, 256 consegue prestazioni nettamente peggiori rispetto a tutti gli altri segnali;
il segnale #21 e stato considerato interessante per questo studio poiché e uno
di quelli con una durata nettamente superiore ai 10 millisecondi ipotizzati a
priori per fissare la scelta n = 256.

Per una serie di scelte del parametro n sono stati quindi calcolati i valori
di €397, € di €91,7;,, grazie alla conoscenza delle distribuzioni teoriche delle
statistiche wavelet T}, sotto ipotesi alternativa ottenute dalla proposizione 2.5.

Si & continuato a considerare lo stesso tasso di falsi allarmi kg, = (1/50)
sec™! e la stessa varianza del rumore % = 1.6 - 107*! utilizzati per ricavare

i risultati della tabella 3.5. Tuttavia i valori di soglia 7, che delimitano le
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regioni critiche delle varie statistiche non sono rimasti gli stessi della tabella
3.1. Infatti variando n cambiano anche i numeri v; e v, di coefficienti impiegati
a numeratore ed a denominatore nelle varie statistiche test: per conseguenza
variano anche i gradi di liberta delle distribuzioni di Fisher che competono a
tali statistiche sotto ipotesi nulla e quindi le soglie 7,,, devono essere ricalcolate

per ogni valore di n.

Nel caso del segnale #39 le migliori prestazioni, misurate sulla base di 39 1,,,
si ottengono per n = 64 sia utilizzando Ty, , che Ty,4, n; anche per Ty, ,, la
statistica che solo per questo segnale risulta preferibile alle altre due, il valore
ottimale risulta essere n = 64. Se vengono fissati valori superiori per n, come
ad esempio n = 256 utilizzato in precedenza, si ha un lento decadimento delle
prestazioni, come mostrato nella figura 3.9. Se invece si scelgono valori di n
inferiori a 64 il peggioramento risulta assai pilt brusco.

Lo stesso tipo di comportamento si osserva per il segnale #21: anche in
questo caso si trova un massimo di €9 7, in corrispondenza di n = 64 ed una
pendenza maggiore a sinistra di tale massimo, per tutte e tre le statistiche 7,,
considerate in precedenza. Tuttavia per questo segnale le prestazioni migliori si
ottengono in corrispondenza di n > 400, come mostrato sempre nella figura 3.9.
Osservando ’andamento temporale del segnale #21, riportato in figura 3.10,
si capiscono le ragioni di questo comportamento: con una larghezza n > 400 i
due picchi principali del segnale cadono all’interno di uno stesso intervallo di
dati su cui viene effettuato il test di ipotesi.

In entrambi i casi considerati I'impiego del valore n = 256 comporta, per
tutte e tre le statistiche T}, », Tpspins Lypan, una perdita del 10-15% su €; 7,
rispetto ad una scelta ottimale di n.

La presenza, per entrambi i segnali, di un massimo per ¢; 7, in corrispon-
denza di n = 64 potrebbe suggerire di scegliere valori relativamente bassi per
n, adattando in tal modo le statistiche test alla ricerca dei singoli picchi nel
segnale. Tuttavia il caso del segnale #21 evidenzia chiaramente i vantaggi
dell’utilizzo di intervalli sufficientemente larghi da includere, con un unico po-
sizionamento, molteplici picchi nel segnale. Si deve poi considerare che questi
vantaggi dovrebbero essere ancor piu rilevanti nel caso di picchi pit ravvicinati
di quelli del segnale #21. In ogni caso non e lecito svolgere a posteriori questo
genere di considerazioni sulla scelta del valore da adottare per n: infatti tale
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Figura 3.9: In alto: rapporto di prestazioni €397, sul segnale #39 in funzione
della larghezza n dell’intervallo di dati considerato in ogni singolo test, con
intervalli separati di 16 dati I’'uno dall’altro. I risultati si basano sulle distribu-
zioni teoriche e si riferiscono alle statistiche Ty, ,, (linea continua), Ty, , (linea
punteggiata) e Ty, 4, » (linea tratteggiata). In basso: grafici come nel riquadro
superiore, ma per il segnale #21.
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Figura 3.10: Andamento temporale del segnale #39 ad una distanza di 13
Kpc (in alto) e del segnale #21 a 48 Kpc (in basso); le distanze scelte sono
le distanze soglia per il test del rapporto di verosimiglianza su questi specifici
segnali. In entrambi i grafici € mostrata 1’estensione di un intervallo di 64 dati,
pari a 3.2 millisecondi per una frequenza di campionamento di 20 KHz. Nel
grafico inferiore si mostra anche un intervallo di 400 dati (20 ms).
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scelta deve essere operata in realta solo sulla base delle conoscenze a priori sul
tipo di segnali da rivelare, come si ¢ fatto quando si e fissato n = 256.

Infine si rendono necessarie alcune osservazioni sull’andamento temporale
del segnale #39, mostrato in figura 3.10. Come regola generale si e scelto di
non fare alcun tipo di estrapolazione sui segnali forniti in [52], utilizzando la
loro intera durata come intervallo temporale esteso su cui effettuare la trasfor-
mata wavelet discreta, seguendo le indicazioni della sezione 2.2.3. Tuttavia,
per evitare ogni possibile effetto di bordo nei coefficienti cosi ottenuti, non
sono stati considerati i risultati delle statistiche test nei primi e negli ultimi
tre intervalli di analisi di larghezza n necessari per coprire I'intero intervallo
esteso. Con intervalli separati di 16 dati I'uno dall’altro ed una frequenza di
campionamento di 20 KHz, cio corrisponde a trascurare circa 2 millisecondi
all’inizio e alla fine dei segnali forniti da [52]. Percio per il segnale #39 non
vengono considerati gli effetti delle ultime due oscillazioni mostrate in figura
3.10: questo effetto spiega in parte le non eccelse prestazioni ottenute su questo
segnale dalla statistica test T}, ,. Ma soprattutto si spiega la corrispondenza
tra il valore ottimale n = 64 e le dimensioni di un singolo picco, nonostante la
presenza di una serie di picchi ravvicinati nel segnale che dovrebbero garantire
prestazioni migliori per n > 64.

Naturalmente il problema appena descritto non si presentera nell’applica-
zione reale, dal momento che esso e frutto esclusivamente delle difficolta dei
modelli teorici usati in [52] nel calcolare la parte finale di alcuni dei segnali in
S*. Pertanto ci si aspetta, in generale, che alcuni dei segnali in §* potrebbero
fornire valori piu elevati di ;7 se fossero definiti fino alla fine del fenomeno

transiente.

3.2.3 Potenza dei test wavelet

Nella parte iniziale di questo capitolo sono state discusse le motivazioni che
hanno portato a valutare le prestazioni dei test di ipotesi proposti in questa
tesi sulla base di parametri diversi dalla potenza 7, molto piu usuale in un con-
testo statistico. Essenzialmente si poneva un problema di confrontabilita con
i risultati gia presenti in letteratura per questo specifico contesto applicativo.

Sono invece condivise da tutti i possibili criteri di valutazione delle presta-
zioni dei test le difficolta che derivano dalla mancanza di una definizione ben
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posta per l'insieme S dei segnali eventualmente presenti sotto l'ipotesi alter-
nativa H;. Utilizzando come criterio quello della distanza soglia descritto in
precedenza si e cercato di aggirare queste difficolta restringendo 'attenzione
ad un ben definito sottoinsieme di segnali §* C §. Si puo pensare di ricorrere
ad una soluzione analoga anche qualora si decidesse di adottare come crite-
rio di valutazione la potenza dei test di ipotesi; in questo caso, per ogni test
sotto esame, si ricava la potenza Pr(H;|H;,s) conseguita su ciascun segnale
s di uno specifico sottoinsieme S8’ C S. Eventualmente la potenza complessi-
va su 8’ puo essere calcolata per mezzo dell’espressione 3.1 attribuendo una
probabilita Pr(s) a ciascun segnale s € §'.

D’altra parte l'insieme S&* utilizzato in precedenza non pare essere una
buona scelta per I'insieme S’ su cui valutare la potenza dei test. Infatti i
segnali in &* sono tutti normalizzati per una distanza di 1 Kpc mentre si e
visto che, anche per il test del rapporto di verosimiglianza, le distanze soglia
che si ottengono per questi segnali sono estremamente eterogenee: cio vuol
dire che in §* i segnali sono intrinsecamente molto diversi per intensita 1'uno
dall’altro. Sarebbe invece auspicabile utilizzare un insieme S’ pit omogeneo

per confrontare le potenze ottenute sui segnali che vi appartengono.

Si & quindi scelto di definire 'insieme &’ come 'insieme dei segnali in S*
normalizzati ciascuno per la mediana della corrispondente distanza soglia ot-
tenuta col test del rapporto di verosimiglianza; cio significa che tutti i segnali
in &’ sono rivelati con la stessa identica probabilita dal test del rapporto di
verosimiglianza: per definizione tale probabilita ¢ del 50%. Conseguentemente
per un qualsiasi test di rivelazione ed un qualsiasi segnale in S’ si otterra una

potenza sicuramente inferiore al valore limite 0.5.

In tabella 3.8 si presentano alcuni dati significativi per le potenze ottenute
da alcune statistiche wavelet sui segnali di §’; in figura 3.11 invece vengono mo-
strate le potenze ottenute per ciascuno dei segnali in S’ dalle statistiche T}, 256
e Ty, 4,,256- Si noti come il valore medio 7 riportato in tabella 3.8 corrisponda
alla potenza complessiva dei test sotto esame sulla globalita dell’insieme &',
ammettendo che i segnali che vi appartengono siano a priori equiprobabili.

Le considerazioni che si possono trarre da questo criterio di confronto delle
prestazioni dei test wavelet proposti non sono molto diverse da quelle svolte
sulla base del criterio delle distanze soglia e dei rapporti di prestazioni. Infatti
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Figura 3.11: Valori delle potenze conseguite sui segnali di &' dai test che
utilizzano la statistica T}, 956 (in alto) e la statistica Ty, 4,256 (in basso). Le
linee orizzontali indicano i rispettivi valori medi. Per tutti i segnali di &’ la
potenza ottenuta col test del rapporto di verosimiglianza e pari a 0.5.
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Tpg 256 Ty, 256 Tyi56 | Tyapa256 | Lipuga,256 | Lypsviaga,256
Tmin | 1.60107° [ 1.61107° [ 9.9010~° | 1.6010° | 9.81107% | 3.6110~*
T 2.1310°[6.1710 %[ 2.6810°2 ] 1.2710 * | 1.1210 2 | 2.4210 3
Tmax | 5.60107° [ 1.041072 | 6.58 1072 | 1.73107% | 2.08 1072 | 4.271073
o |7.42107%]1.631073[1.6910°2]2.4610~* ] 5.0910~2 | 1.061073

Tabella 3.8: Valori minimi, medi, massimi e deviazioni standard per le potenze
conseguite da una serie di test wavelet su 78 segnali per i quali il test del
rapporto di verosimiglianza ha una potenza pari a 0.5.

anche in termini di potenza le statistiche T}, 256 € Tp,0,,256 Tisultano di gran
lunga le migliori; il segnale #39 risulta ’unico per cui la potenza piu elevata
sia ottenuta con la statistica Ty, 256, mentre solo per una quindicina di segnali
Ty,40,256 ¢ piu potente di Ty, 256. D’altra parte Ty,4, 256 Si propone come la
statistica piu robusta esibendo il valore piu elevato di myi,. Inoltre dal con-
fronto della figura 3.11 con la figura 3.7 si evidenziano relazioni d’ordine tra
le potenze 7; dei segnali in &' analoghe alle relazioni d’ordine tra i rapporti di
prestazioni ¢; dei segnali in §*.

In definitiva dunque 1’utilizzo del classico criterio del confronto della poten-
za tra test di ipotesi diversi non sembra portare ad alcuna rilevante modifica
delle valutazioni sui test wavelet svolte sulla base del criterio dei rapporti di

prestazioni, criterio introdotto ad hoc nella specifica applicazione trattata.

Un altro indice delle prestazioni, molto utilizzato nel contesto della rive-
lazione di segnali, e il rapporto segnale rumore. Esistono varie possibili defi-
nizioni di questa quantita; in questo lavoro si e scelto di definire il rapporto
segnale rumore RSR come il rapporto tra media e standard deviation della
distribuzione, sotto ipotesi alternativa, della statistica W utilizzata nel test
del rapporto di verosimiglianza: si faccia riferimento dunque alla sezione 3.1.1.

Con questa definizione, sfruttando la proposizione 3.1, si ha:

RSR=|3] = [> I3,
k

dove s e ottenuto a partire dal segnale originario s per mezzo della relazione

(3.14)

§ = I's; la matrice ' ¢ tale che I'I' = £~!, indicando con ¥ la matrice di

varianza e covarianza del rumore.
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Dal momento che la trasformazione di s in s e lineare e che i segnali gra-
vitazionali hanno ampiezza inversamente proporzionale alla distanza d da cui
provengono, si conclude che anche il rapporto segnale rumore RSR, per un
dato tipo di segnale, ¢ inversamente proporzionale a d. D’altra parte i segnali
di &', che hanno forme diverse tra loro, provengono tutti da distanze pari alle
rispettive distanze soglia per il test del rapporto di verosimiglianza: quindi,
per definizione, tutti i segnali in &’ hanno lo stesso rapporto segnale rumore
RSR,. Grazie al corollario 3.2 si calcola che, con il tasso di falsi allarmi scelto
ke = (1/50) sec™t, vale RSR, ~ 4.75.

Tenendo conto delle considerazioni appena svolte, gli indici di prestazioni
g;r utilizzati nelle sezioni precedenti possono essere interpretati anche come
i reciproci della frazione di RSR, necessaria alla statistica 7" per rivelare I’
i-esimo segnale con il 50% di probabilita. Ad esempio se ¢, = 0.6 allora alla
statistica T occorre un rapporto segnale rumore pari a RSR = (1/0.6) RSR, ~
1.7TRSR, ~ 7.9 per avere il 50% di probabilita di rivelare il segnale #i.

3.3 Prestazioni nel caso di rumore correlato

Nella sezione 2.3 sono state proposte alcune metodologie per consentire 1’utiliz-
zo dei test di ipotesi della sezione 2.2 anche in presenza di un rumore correlato.
Si e quindi ritenuto opportuno valutare le prestazioni di tali test di ipotesi con
un modello per la struttura di correlazione del rumore piu realistico rispetto
all’assunzione di rumore bianco.

Per tale scopo si ¢ utilizzato la trasformazione di whitening definita dal-
I’equazione 2.50. Questo approccio e stato preferito agli altri descritti nella
sezione 2.3 per le sue caratteristiche di maggiore semplicita ed universalita di
utilizzo. Tuttavia questa scelta non indica affatto una minore validita degli
altri metodi proposti, per i quali anzi sara necessario un approfondimento degli
studi in futuro.

La trasformazione 2.50 richiede la conoscenza della densita di potenza spet-
trale S}(cX) della serie di rumore. Inizialmente & stata considerata la situazione

) & effettivamente nota a priori. E stata utilizzata la den-

ideale in cui S](CX
sita di potenza spettrale mostrata nel riquadro superiore della figura 3.12, che

rappresenta un modello teorico dello spettro di rumore che dovrebbe essere
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Figura 3.12: In alto: densita di potenza spettrale teorica per il rumore del-
I'intereferometro VIRGO; la linea tratteggiata si riferisce al rumore prima del
filtraggio di “pre-whitening”. In basso: stima col metodo di Welch, su una
sequenza di 22! dati di rumore generati con la densitd mostrata in alto, della
densita di potenza spettrale (linea blu). In magenta ¢ mostrata anche la stima
che si ottiene dalla precedente filtrandola con la tecnica del wavelet shrinkage.
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prodotto dall’apparato sperimentale impiegato nel progetto VIRGO. I para-
metri utilizzati sono quelli forniti in [13]. D’altra parte & noto che i dati di
VIRGO dovranno essere sottoposti ad un filtraggio passa-alto analogico prima
di essere digitalizzati: questa operazione di “pre-whitening” e necessaria al fine
di ridurre il range dinamico della serie storica che altrimenti sarebbe dominato
dal contributo di rumore di bassa frequenza: infatti un range dinamico esteso
introduce un errore di digitalizzazione piu elevato, a parita di numero di bit
utilizzati per rappresentare i dati. Per simulare il processo di pre-whitening
appena descritto si e fatto ricorso ad un filtro passa-alto di Butterworth di
ordine 2 e frequenza di taglio di 56 Hz, [37].

La conoscenza dell’andamento di S}X) e stata assunta a meno di una co-
stante moltiplicativa incognita, eventualmente variabile nel tempo: & compito
dei denominatori delle statistiche della sezione 2.2 stimare il valore di tale co-
stante. In pratica si e fissato questo valore in modo che sia minf{S}X)} =
1.3441 - 10-* Hz™', non molto diverso dal valore costante che corrisponde al
caso di rumore bianco considerato in precedenza, S}X) =1.6-10 % Hz '

[ 78 segnali di §* sono stati sottoposti prima al pre-filtraggio alle basse
frequenze e quindi alla trasformazione 2.50. Per i segnali cosi modificati sono
state ricalcolate le distanze soglia sia per il test di massima verosimiglianza
che per i test wavelet gia impiegati nella sezione 3.2, utilizzando le stesse
distribuzioni teoriche indicate dalla proposizione 2.5. Infatti il modello 2.51,
nel quale figurano i segnali trasformati, gode delle stesse proprieta del modello
2.1 con rumore bianco, pur essendo equivalente al modello 2.1 con rumore
correlato.

Dato che l'assunzione sulla conoscenza della densita di potenza spettrale
del rumore S}X) e assai poco realistica, si € cercato una conferma dei risultati
trovati per via teorica con tale assunzione ricorrendo a simulazioni. La proce-
dura seguita e di una certa complessita: per ciascuna delle 1000 simulazioni
utilizzate sono state eseguite le seguenti operazioni:

1. E stata generata una serie di rumore correlato di 22! dati consecutivi
nel dominio dei tempi, utilizzando la densita di potenza spettrale teorica

SJ(CX) e sfruttando la rappresentazione di Cramer del rumore, 7], adattata
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al caso discreto:
1
_ [ a(X) .
X, = o Ef Sf Wy exp [i2m fk], (3.15)

dove il peso Wy e ottenuto dalla trasformata di Fourier discreta di una
realizzazione di una serie di rumore bianco a varianza unitaria. Dalla
serie di dati X ottenuta ¢ stata quindi estratta una serie di 2'® dati

consecutivi.

. Le due serie di rumore, di 22! e 2!¢ dati, sono state sottoposte al filtraggio
di pre-whitening descritto in precedenza. Sui segnali invece questa ope-
razione e stata effettuata una sola volta per tutte le simulazioni. Infatti,
trattandosi di un’operazione lineare, e possibile applicare 'operazione di
pre-whitening separatamente al rumore ed al segnale.

. La serie di 22! dati di rumore ¢ stata utilizzata per stimare lo spettro
del rumore strumentale ottenuto dopo il filtraggio preliminare alle basse
frequenze. Molte sono le metodologie che possono essere impiegate per
questa stima, si veda ad esempio [40] o [38]. E assai probabile che molte
di queste metodologie risulterebbero adeguate per i nostri scopi, ma si
e voluto cogliere I'occasione per proporre una nuova procedura di stima
che sfrutta, anche in questo contesto, lo strumento delle wavelets.

In primo luogo & stata ottenuta una stima spettrale col classico metodo
di Welch, con finestre di 2! dati non sovrapposte; per dettagli su questo
metodo si rimanda a [40] o [38]. D’altra parte ¢ noto a priori che lo
spettro da stimare ¢ in genere piuttosto “liscio” (regolare), ad eccezione
di ristretti intervalli attorno ad alcune ben note frequenze di risonanza
caratteristiche delle sospensioni dello strumento. Percio si ¢ pensato di
sottoporre la stima di Welch ad un algoritmo di “lisciamento” come il
wavelet shrinkage proposto da Donoho e Johnstone, [17], [18].

Si e ritenuto piu opportuno applicare il wavelet shrinkage su una stima
del log-spettro, in modo da evitare che nel processo si originassero valori
negativi inaccettabili per la stima spettrale. Percio e stata calcolata la
trasformata wavelet discreta del logaritmo della stima di Welch, osser-
vando che tale trasformata e applicabile su serie di dati indicizzati da
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una frequenza esattamente come nel caso, gia discusso, di serie indiciz-
zate da un tempo. Sono quindi stati posti uguali a zero tutti i coefficienti
della trasformata che non superavano in valore assoluto la “soglia uni-
versale” \ = 0,../2log,(n), definita in [19], dove o, & una stima della
deviazione standard dei coefficienti e n il numero di dati su cui e stata
operata la trasformazione. Applicando la trasformata wavelet inversa ai
coefficienti cosi modificati si ottiene una stima di maggiore regolarita del
log-spettro della serie. Si considera quindi I’esponenziale di questa stima
del log-spettro come una stima dello spettro stesso.

Un approccio molto simile a quello descritto & stato proposto in [24]
e [25]. In questi lavori il wavelet shrinkage viene effettuato sul log-
periodogramma, che costituisce una stima del log-spettro. Le soglie
utilizzate sono calcolate ad hoc per i vari livelli, tenendo conto dell’ap-
prossimazione di Wahba, [46] che scompone il log-periodogramma nella
somma del log-spettro vero ed una serie di rumore composto di variabili
aleatorie indipendenti ed identicamente distribuite secondo una distri-
buzione ben specificata. La soglia universale invece produce stime con
desiderabili proprieta asintotiche al crescere di n solo nell’ipotesi di dati
non correlati e gaussiani, [19].

Dunque anche nella metodologia di stima spettrale proposta in questo
lavoro la scelta della soglia universale dovrebbe risultare non ottima-
le. Tuttavia i risultati ottenuti sono piuttosto soddisfacenti (si veda il
riquadro inferiore della figura 3.12) ad eccezione delle regioni dello spet-
tro caratterizzate dalle frequenze di risonanza. Percio si e adottato una
stima mista, con intervalli di 10 Hz attorno alle frequenze di risonanza

lasciati senza modifiche dal wavelet shrinkage.

E chiaro comunque che questa nuova metodologia di stima spettrale meri-
ta un approfondimento della ricerca per definirne le proprieta asintotiche

in termini di errore quadratico medio e di bias.

. Si & operata la trasformazione di “whitening” 2.50 sulla serie di 26 dati
usando lo spettro stimato sulla serie di rumore correlato lunga 22! dati.
La stessa operazione e stata effettuata sui 78 segnali: si noti che in questo
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caso il risultato e diverso per ogni simulazione, dal momento che ad ogni

simulazione si ha una diversa stima dello spettro di rumore.

5. Con segnale e rumore “sbhiancati” sono state effettuate le stesse opera-
zioni impiegate nelle simulazioni con rumore bianco trattate nelle sezioni

precedenti.

L’accordo trovato tra simulazioni e calcoli teorici e eccellente. Questo ri-
sultato implica che sono trascurabili gli effetti dell’impiego di una ragionevole
stima spettrale al posto dello spettro vero S}X) nella trasformazione di “whi-
tening” 2.50. Per la statistica T}, 256 in particolare I'accordo trovato ¢ ancora
migliore rispetto al caso di rumore bianco, come indicato dai valori di p mostra-
tiin tabella 3.9: p, come in tabella 3.2, indica il rapporto tra le distanze soglia
trovate per via teorica e per mezzo di simulazioni con una stessa statistica test.

Questo risultato si giustifica osservando che il rumore alle frequenze piu
elevate ¢ maggiore rispetto al caso di rumore bianco e che quindi nel processo
di “whitening” il segnale viene attenuato in questa regione spettrale in misura
maggiore che alle medie frequenze: ne consegue che I’assunzione, richiesta nella
trattazione teorica, di un contributo trascurabile del segnale nei coefficienti
wavelet alle prime due scale ¢ piu facilmente soddisfatta.

Naturalmente le distanze soglia sono state ricalcolate anche per il test del
rapporto di verosimiglianza nel caso di rumore correlato. Per questo test si ¢
considerato soltanto il risultato teorico, considerando noto lo spettro di rumore
S}X): infatti, dal momento che questo test e in ogni caso non applicabile ed
il suo ruolo e quello di fornire un test ideale di riferimento, e lecito assumere
una condizione ideale anche per quanto riguarda la conoscenza del rumore.

Si e trovato una generale diminuzione delle mediane delle distanze soglia;
per il test di massima verosimiglianza si ha dpin = 0.6 Kpe, d = 16.4 Kpc,
cimax = 73.5 Kpc. I risultati ottenuti per le statistiche wavelet sono invece ri-
portati in tabella 3.9, mentre la figura 3.13 mostra gli istogrammi delle distanze
soglia per alcune delle statistiche considerate.

Era lecito attendersi a priori questa diminuzione delle distanze soglia, ri-
spetto al caso di rumore bianco considerato in precedenza. Infatti, come si
puo notare nella figura 3.12, la densita spettrale relativa al rumore correlato &
piu grande, per la maggior parte delle frequenze, rispetto a quella del rumore
bianco utilizzato in precedenza. Percio il rumore che si sta considerando ha
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Figura 3.13: Istogrammi delle distanze soglia per i segnali in S* in presen-
za di un rumore correlato con una densita di potenza spettrale come quella
mostrata in figura 3.12. Le statistiche test considerate sono: a) rapporto di
verosimiglianza; b) Ty, 2565 €) Typupa,256; €) Tyguaga2se- Per le sigle delle linee

tratteggiate si faccia riferimento alla figura 3.6.
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Tyso56 | Tyaoss | Touose | Tygpa2s6 | Tpuga,256 | Tipgpasa,256

vy 32 16 16 48 32 64

Uy 192 192 192 192 192 192

Thga 0.4495 0.2923 0.2923 0.5969 0.4495 0.7397
Pmin | 0.9792 0.9701 0.9727 0.9753 0.9764 0.9806
D 1.0046 0.9880 0.9906 0.9899 0.9893 0.9903
Pmax | 1.1436 1.0035 1.0035 1.0052 1.0064 1.0028
op 0.0235 0.0075 0.0067 0.0063 0.0060 0.0056

Distribuzioni teoriche
dmin | 0.0256 0.2169 0.3912 0.1708 0.4093 0.3472
d 1.0406 3.9127 11.4402 3.2206 10.7576 9.0698
dmax | 3.6951 13.4156 | 59.1108 | 10.6499 | 51.0967 | 42.7680
Distribuzioni empiriche
dmin | 0.0260 0.2206 0.3974 0.1732 0.4167 0.3532
d 1.0350 3.9599 11.5668 3.2519 10.8812 9.1622
dmax | 3.6700 13.5662 | 60.4759 | 10.7191 | 52.1892 | 43.4792
Distribuzioni teoriche
€min 0.0016 0.0135 0.2171 0.0106 0.4158 0.3617
g 0.0799 0.2770 0.6017 0.2295 0.5966 0.5058
Emax | 0.2138 0.6246 0.7368 0.5111 0.6369 0.5335
o 0.0558 0.1752 0.1139 0.1430 0.0448 0.0372
Distribuzioni empiriche

€min 0.0016 0.0137 0.2180 0.0108 0.4236 0.3670
g 0.0796 0.2803 0.6075 0.2318 0.6030 0.5107
Emax | 0.2129 0.6370 0.7538 0.5164 0.6505 0.5419
0. 0.0558 0.1776 0.1152 0.1447 0.0452 0.0375

Tabella 3.9: Risultati analoghi a quelli riportati nelle tabelle 3.1, 3.2, 3.4 ¢
3.5, ma con rumore correlato con densita di potenza spettrale come quella
mostrata in figura 3.12. Gli altri parametri sono lasciati invariati. Le distanze
sono espresse in kiloparsec. Si noti che i risultati relativi al segnale #16 non

sono stati esclusi in nessun caso.
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Figura 3.14: Rapporti di prestazioni ¢; r, sui 78 segnali di §*, ottenuti con test
che utilizzano le statistiche T = T}, 256 (in alto) e T = Ty, 4,256 (in basso).
[ parametri utilizzati sono gli stessi della figura 3.7, ad eccezione del rumore
che in questo caso & correlato con densita di potenza spettrale come quella
mostrata in figura 3.12.
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un’energia complessiva molto maggiore di quello utilizzato nella sezione 3.2.
La differenza tra i due spettri e di molti ordini di grandezza, a parte che nella
regione delle medie frequenze, 10?2 —103 Hz, dove risultano comparabili. D’altra
parte e proprio questa la banda di frequenze di maggior rilievo per i segnali
che si intende rivelare.

Dal confronto delle tabelle 3.9 e 3.5 si osserva che per tutte le statistiche
wavelet, con I'eccezione della Ty, 256, il valore di € ¢ maggiore rispetto al caso
di rumore bianco. In effetti, con uno spettro dall’andamento concavo come
quello mostrato in figura 3.12, la trasformazione 2.50 attenua il contributo dei
segnali alle basse ed alte frequenze. La statistica Tj, 256, che ha la struttura
di un filtro passa-basso, risente piu delle altre dell’attenuazione del segnale
alle basse frequenze: si spiega cosi la diminuzione di £ rispetto al caso di
rumore bianco considerato in precedenza. Viceversa le altre statistiche wavelet
risultano particolarmente sensibili anche ai contributi del segnale alle medie
frequenze, quelle meno attenuate dal processo di whitening.

In particolare si nota che la statistica Ty, 4, 256 nel caso di rumore correlato
ottiene praticamente lo stesso valore di € conseguito dalla Ty, 256, garantendo
nel contempo una robustezza assai maggiore rispetto allo specifico segnale di
S*: infatti mostra un valore sensibilmente inferiore per o.. Le proprieta di
robustezza della Ty, 4, 256 sono evidenziate in figura 3.14, dove si puo notare la

grande omogeneita dei valori del rapporto di prestazioni €; 1 sui 78 segnali di
S*.

3.4 Densita di probabilita di rivelazione

Nel discutere le proprieta delle varie statistiche test proposte per il problema
della rivelazione di onde gravitazionali prodotte in una esplosione di super-
nova, fino a questo punto non si ¢ tenuto conto della distribuzione spaziale
delle possibili sorgenti. In realta sarebbe opportuno considerare anche questa
informazione nel confrontare i risultati di metodologie di rivelazione diverse.
Infatti non e lecito attendersi una medesima probabilita a priori per tutti i
valori della distanza d della sorgente: da un lato il volume di spazio esaminato
cresce con la terza potenza di d, dall’altro le stelle progenitrici di superno-

vae non sono omogeneamente distribuite nello spazio, almeno per 1'ordine di
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distanze considerato in questo lavoro.

All’atto pratico due test con distanze soglia rispettivamente di 35 e 45
Kpc hanno la stessa utilita per ’applicazione considerata: infatti entrambi
riuscirebbero agevolmente a rivelare un’eventuale supernova all’interno della
nostra galassia, ma nessuno dei due ha una potenza adeguata alla rivelazione
di supernovae in altre galassie, incluse le nubi di Magellano che sono i sistemi
stellari pit prossimi al nostro.

Nel corso del presente lavoro sono state derivate, per alcuni test, le proba-
bilita di rivelazione dell’i-esimo segnale in §* condizionate alla distanza d della
sorgente. Dalla proposizione 2.5 si deduce che, per una generica statistica T’
tra quelle proposte nella sezione 2.2, tale probabilita condizionata vale:

VlaV275

Prli|d] = F©P) <Z—j%> , (3.16)

dove FIESZ?(s indica una distribuzione di Fisher cumulata da destra con v e
vy gradi di liberta e parametro di non centralita . Si ricorda che i gradi di
liberta sono determinati dal numero di coefficienti sommati a numeratore ed a
denominatore nella statistica 7', mentre il parametro di non centralita dipen-
de dalla distanza d e dalla forma d’onda del segnale considerato, sottoposta
all’algoritmo di whitening utilizzato per rimuovere la correlazione del rumore.
Il valore di soglia 7., ¢ fissato dal tasso di falsi allarmi che si ¢ disposti a
tollerare.

Sfruttando la proprieta 3.1 ed il corollario 3.2 si ricava un’analoga proba-

bilita condizionata anche per il test del rapporto di verosimiglianza:

Prli|d = NS (@4 _w) (3.17)

l15]1,1

dove Nﬁg”ﬁ) e la cumulata da destra di una distribuzione normale di varianza
unitaria e media data dalla norma euclidea di 5. Questo segnale e ottenuto
dalla trasformazione 0026s = I's, nella quale s ¢ il segnale gravitazionale
normalizzato per la distanza d e I' & una matrice tale che I'T' = X! (con
> matrice di varianza e covarianza del rumore). ®_,) € il quantile per la
probabilita (1 — «) di una distribuzione normale standard; « & 'ampiezza del
test, fissata sulla base del tasso di falsi allarmi kg, che si e disposti a tollerare.

D’altra parte conoscendo la densita di probabilita a priori p[d] che un
evento di supernova si verifichi alla distanza d dalla Terra, potrebbe essere
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Figura 3.15: Modello schematico della geometria del disco galattico.

interessante considerare la densita probabilita per la rivelazione dell’i-esimo

segnale di §* alla distanza d:
pli&d]=Prli|d]pld]. (3.18)

Questa relazione permette dunque di valutare la combinazione delle caratteri-
stiche di rivelazione della statistica test con le esigenze di rivelazione poste dal
problema applicativo.

Il problema da risolvere a questo punto sarebbe quello di specificare una
ragionevole densita probabilita a priori p[d] per la distribuzione della distanza d
di un evento di supernova. E noto che tali eventi avvengono di solito all’interno
di nubi di idrogeno ionizzato, nubi che nelle galassie a spirale come la nostra si
dispongono prevalentemente su un disco sottile. Dagli studi di astrofisica sulle
nubi di idrogeno ionizzato nella nostra galassia si potrebbe pertanto ottenere
una ragionevole specificazione della densita p [d], ma si tratta in ogni caso di
un compito che va al di la degli scopi del presente lavoro.
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A puro titolo di esempio si e fatto un modello estremamente semplificato,
restringendo I’attenzione alla nostra galassia schematizzata come un disco sot-
tile di raggio r = 15.5 Kpc ed assumendo che la probabilita di osservare una
supernova entro una data area all’interno del disco galattico sia proporzionale
all’area stessa. In questo caso, ricordando che la Terra si trova ad una distanza
di g = 8.5 Kpc dal centro galattico si ottiene:

2md, sed <r—g;
p[d] = { 2darccos (%) , sede(r—gr+g); (3.19)
0, altrimenti;

che corrisponde, nella figura 3.15, alla lunghezza dell’arco di circonferenza di
raggio d e centro in O che interseca il cerchio di raggio r con centro in G. In un
modello pit realistico d’altra parte si dovrebbe considerare una probabilita di
eventi per unita di superficie in funzione della distanza dal centro della galassia
anziché costante.

Ad ogni modo nella figura 3.16 vengono mostrate, in funzione di d, le
densita di probabilita, p[i&d] e p[d] insieme alla probabilita condizionata
Pr[i|d] per la statistica T}, 256 applicata ai segnali #72 e #1; nella stessa
figura vengono riportati anche i risultati corrispondenti ottenibili con il test
del rapporto di verosimiglianza.
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Figura 3.16: In alto: probabilita condizionata Pr[i|d| per la rivelazione del
segnale ¢ =#72 con la statistica Ty, 256 (linea continua piu scura) e con il rap-
porto di verosimiglianza (linea continua piu chiara) e densita di probabilita di
rivelazione p [i & d] corrispondenti (linee tratteggiate). La densita di probabi-
lita a priori utilizzata p[d] ¢ mostrata con linea punteggiata. p[d] e le p[i & d]
sono ingrandite di un fattore 10. In basso: grafico analogo al precedente, ma
per il segnale 1 =#1.
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Capitolo 4

Conclusioni

4.1 Discussione

In questo lavoro e stato affrontato il problema dell’individuazione di un segnale
transiente in una serie storica di rumore gaussiano e almeno localmente stazio-
nario, disponendo di una conoscenza assai vaga sulle caratteristiche del segnale
da rivelare, limitata a grossolane indicazioni sulla sua durata ed ampiezza di
banda spettrale. Si & supposto inoltre di dover trattare una considerevole
mole di dati, tale da rendere di primaria importanza le considerazioni sulla
rapidita computazionale degli algoritmi proposti per la soluzione del problema
descritto. Non sono invece stati posti vincoli sulla struttura di correlazione
del rumore, a patto che la si potesse considerare stazionaria per tempi gran-
di rispetto alla durata del segnale transiente. Infatti, pur partendo dal caso
piu elementare di rumore bianco, sono state discusse e verificate le opportune
modifiche per estendere la trattazione al caso di rumore correlato.

Si e cercato una soluzione a questo tipo di problema rappresentando la
serie storica nel dominio tempo-frequenza, per poter sfruttare le conoscenze
a priori sull’ordine di grandezza della durata e della larghezza di banda dei
segnali da rivelare. Per questo scopo lo strumento matematico delle wavelets
appare di particolare interesse grazie alla proprieta di una buona localizzazio-
ne temporale di picchi di breve durata affiancata da una discreta risoluzione
alle basse frequenze, ma grazie anche all’esistenza di algoritmi a basso costo
computazionale per il calcolo delle trasformate wavelet.

Sono quindi state definite alcune statistiche test, in parte originali, costrui-
te sulla base dei coefficienti di una trasformata wavelet discreta, ortogonale e a
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supporto compatto, della serie storica sotto esame. Questo tipo di analisi a piu
livelli di risoluzione offre I’opportunita di ridurre al minimo sia il numero di
coefficienti da considerare, grazie all’ortogonalita, sia il costo computazionale
necessario per calcolare tali coefficienti, grazie al supporto compatto. La wave-
let madre ¢ stata scelta come compromesso tra I’esigenza di un andamento non
troppo irregolare e quella di una buona capacita di localizzazione temporale. I
parametri delle statistiche test proposte devono essere scelti in modo da trarre

vantaggio dalle poche conoscenze sul segnale discusse in precedenza.

I test di ipotesi vengono quindi implementati confrontando il valore ottenu-
to dalle statistiche con un valore di soglia fissato sulla base del massimo tasso
di falsi allarmi che si e disposti a tollerare nell’esperimento.

Come applicazione concreta del lavoro teorico svolto si e affrontato uno
specifico problema con i requisiti definiti poco sopra: la rivelazione con lo
strumento VIRGO di segnali gravitazionali emessi in eventi di supernova, con
collasso del nucleo centrale a stella di neutroni. I modelli teorici per questo tipo
di eventi sono piuttosto incerti e conducono a previsioni sulle caratteristiche
del segnale osservabile assai diverse tra loro. Tuttavia si puo grossolanamente
accettare una durata dei segnali dell’ordine di poche decine di millisecondi ed
una densita di potenza spettrale concentrata al di sotto di 1 KHz.

Da un punto di vista fisico i risultati presentati in questo lavoro non sem-
brano essere molto incoraggianti: al massimo si puo sperare di osservare segnali
provenienti da una supernova esplosa nella nostra galassia. Si tratta di eventi
che si verificano piuttosto raramente, con un valore atteso dell’ordine di uno o
due eventi per secolo. D’altra parte questo non e tanto un limite della metodo-
logia proposta, quanto piuttosto dello stato dell’arte della tecnologia utilizzata
per la realizzazione dell’esperimento : infatti i modelli teorici, per quanto in-
certi, allo stato attuale prevedono dei segnali intrinsecamente troppo deboli
per essere rivelati a distanze extragalattiche, qualsiasi sia la metodologia adot-
tata. D’altra parte, visto l'alto grado d’incertezza nelle conoscenze dei dettagli
della fisica di questi eventi, non si puo escludere che la natura sia piu benevola
di quanto non ci si aspetti. Ad esempio alcuni studi, [29], suggeriscono un’e-
missione gravitazionale piu intensa nelle fasi successive all’esplosione di una
supernova, fasi per le quali i modelli considerati in questo lavoro rinunciavano

a fornire qualsiasi tipo di previsione.
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Inoltre I'esperimento VIRGO puo contare su altri eventi astrofisici in grado
di produrre segnali gravitazionali piu intensi: si deve infatti sottolineare che
I'individuazione anche di un solo segnale di questo tipo sarebbe un successo
di fondamentale importanza, dal momento che sino ad ora si sono avute sol-
tanto conferme indirette della teoria delle onde gravitazionali. Tra gli eventi
pit promettenti deve essere menzionato il caso dell’emissione gravitazionale
da parte di binarie coalescenti'. Per questa classe di eventi le teorie sembrano
essere piuttosto affidabili e forniscono indicazioni assai precise sulla forma del
segnale da ricercare: percio sara possibile utilizzare un test ottimale fondato
sul rapporto di verosimiglianza, chiamato in questo contesto matched filtering.
Ci preme tuttavia sottolineare che, come alternativa al matched filtering, anche
per la rivelazione di questo tipo di segnali ¢ stata proposta una metodologia
fondata sull’analisi in wavelet: in [30] si propone di cercare il massimo dell’in-
tegrale di linea in una classe di curve definite nel dominio della trasformata
wavelet continua del segnale, per poi confrontare questo valore massimo con
un valore di soglia stabilito in funzione del tasso di falsi allarmi che si & disposti
a tollerare. Tra i possibili elementi a favore di questa metodologia potrebbe-
ro esserci una migliore efficienza computazionale ed una maggiore robustezza,
in particolare nel caso, per la verita assai improbabile, di due eventi quasi
contemporanei.

Tornando al presente lavoro deve essere sottolineato che i risultati ottenuti,
per quanto non molto incoraggianti dal punto di vista fisico, debbono essere
considerati estremamente soddisfacenti dal punto di vista statistico. Infatti
la metodologia proposta ¢ ben comparabile con le migliori altre presentate in
letteratura come possibili soluzioni per lo stesso problema, manifestando nel
contempo evidenti indicazioni di una maggiore robustezza rispetto alle possi-
bili forme del segnale ignoto da rivelare. Le prestazioni ottenute sono state
valutate per mezzo di un confronto con i risultati ottenibili con il test del rap-
porto di verosimiglianza, metodologia ottimale ma applicabile solo idealmente
poiché richiede la conoscenza del segnale da rivelare. Si e trovato che la di-
stanza della sorgente per cui si ha il 50 % di probabilita di rivelazione con
la metodologia proposta risulta con una certa stabilita dell’ordine di 0.6 volte

quella ottenibile con la metodologia ottimale. Una tale diminuzione implica

1Si tratta di oggetti condensati, come stelle di neutroni o buchi neri, che orbitano 1'uno
intorno all’altro avvicinandosi sempre piu, fino a fondersi in un unico oggetto.
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una limitazione piuttosto rilevante del volume di spazio esplorabile e, tenendo
conto della distribuzione spaziale delle possibili sorgenti, comporta un sensibile
calo della probabilita di rivelare un evento entro un fissato intervallo di tem-
po. Ad ogni modo non si ottengono risultati migliori con le altre metodologie
effettivamente applicabili.

Inoltre I'originale classe di test wavelet proposta in questo lavoro manifesta
doti di robustezza rispetto alla forma dei segnali transienti che non sono con-
divise da altri test di ipotesi, di potenza comparabile, proposti in letteratura
per la soluzione del medesimo problema.

Ricordando che i segnali gravitazionali hanno un’ampiezza inversamente
proporzionale alla distanza della sorgente, si puo dire che con la metodologia
introdotta in questo lavoro vengono rivelati segnali con un rapporto segnale-
rumore maggiore di un fattore 1/0.6 ~ 1.7 rispetto a quello dei segnali rivelabili
idealmente dalla metodologia ottimale. La formulazione dei risultati ottenuti
in termini di ampiezza piuttosto che di distanza risulta di maggiore genera-
lita, allargando l'interesse anche a segnali di natura non astrofisica, come ad
esempio alcune forme di rumore strumentale di breve durata. E fondamentale
infatti sottolineare la generalita della metodologia proposta, che non si adatta
specificamente al particolare problema applicativo che si e scelto di affrontare.

Al di la dell’esperimento VIRGO, la metodologia wavelet discussa in questo
lavoro risulta indicata per ’applicazione in qualsiasi altro contesto nel quale
si richieda la rivelazione di eventi transienti in una serie storica caratterizzata
da un rumore gaussiano localmente stazionario ed additivo. In particolare
questa tecnica risulta estremamente raccomandabile per serie storiche con una
grande mole di dati, per le quali possano rappresentare un problema i costi
computazionali richiesti da altri tipi di analisi.

4.2 Problemi aperti e sviluppi futuri

I risultati conseguiti incoraggiano a continuare ad utilizzare gli strumenti of-
ferti dalla teoria delle wavelets nell’analisi di serie storiche volta alla ricerca di
segnali nascosti da rumore. E piuttosto ampio il ventaglio di scelte possibili

per continuare a sviluppare metodologie di analisi con le stesse premesse e fina-
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lita discusse in questo lavoro: dalla trasformata wavelet continua ai pacchetti
wavelet introdotti in [11].

In particolare desta un certo interesse la possibilita di caratterizzare anche
la componente localmente stazionaria del rumore sfruttando rappresentazio-
ni tempo-frequenza come quelle ottenute con le trasformate wavelet. Lavori
interessanti in questa direzione sono stati presentati in [36] e [20], ma senza
dubbio si tratta di una linea di ricerca ancora non adeguatamente esplorata e,
proprio per questo, potenzialmente molto promettente.

Ad ogni modo restano da chiarire anche alcuni aspetti del lavoro svolto e
presentato in questa sede. In primo luogo e auspicabile un approfondimento
nello studio della dipendenza dei risultati dalle scelte operate sui vari parametri
che concorrono nella definizione delle statistiche test: in particolare dovreb-
bero essere verificate sia I'influenza della scelta della wavelet madre ¢, sia la

dipendenza dalla separazione tra intervalli di analisi consecutivi.

L’effetto di diverse scelte per ’ampiezza del singolo intervallo e stato di-
scusso anche nel presente lavoro ed e risultato piuttosto rilevante. Viste le
assunzioni fatte sulla conoscenza a priori dei segnali da rivelare, resta un pro-
blema piuttosto critico scegliere un valore unico n per la larghezza degli in-
tervalli che sia adeguato e soddisfacente per tutti i possibili segnali. Percio
sarebbe di grande importanza riuscire a modificare le statistiche test in modo
che risultino assai meno sensibili alla scelta operata per il parametro n. Si e
pensato che questo risultato potrebbe essere ottenuto limitando la sommatoria
nei numeratori delle statistiche 2.11 e 2.24 soltanto ai termini di maggiore en-
tita, tralasciando la somma dei valori piu piccoli di una certa soglia. In questo
modo il numero di termini di tali sommatorie non sarebbe direttamente deter-
minato dal valore n che si e fissato, ma in qualche misura si adatterebbe alle
caratteristiche del segnale eventualmente presente nell’intervallo di dati analiz-
zato. L’idea pare molto interessante, purtroppo pero si scontra con la difficolta
di ricavare per le statistiche test cosi modificate le distribuzioni di probabilita
teoriche, sia sotto ipotesi alternativa che sotto ipotesi nulla. D’altra parte il
calcolo di tali distribuzioni per mezzo di simulazioni appare piuttosto lungo ed
impegnativo, dal momento che si e interessati spesso alle code di tali distribu-
zioni, a causa dei valori estremamente ridotti del massimo tasso di falsi allarmi

che si e in genere disposti a tollerare.

93



Un altro problema rimasto per adesso senza una soluzione riguarda lo studio
della correlazione dei valori delle statistiche test calcolate in diversi intervalli
di dati parzialmente sovrapposti. Come evidenziato nella sezione 2.2.2, non &
del tutto soddisfacente fissare le soglie dei test sulla base dell valore atteso del
massimo tasso di falsi allarmi tollerabile: infatti lo stesso falso allarme verra
segnalato in una serie di intervalli consecutivi, dal momento che le statistiche
test in tali intervalli sono tra loro correlate. Sarebbe dunque piu idoneo fissare
la probabilita che in un determinato periodo di tempo si osservi almeno un
falso allarme. Nella sezione 2.2.2 si e provato a calcolare questa probabilita
seguendo un parallelo con i risultati trovati per la Scan Statistic, arrestandosi
pero di fronte alle differenze tra la natura discreta di tale statistica e quella
continua delle statistiche test discusse nel presente lavoro. Questo tipo di
calcolo resta dunque forse il principale problema da risolvere nel contesto della
metodologia discussa nel presente lavoro.

Infine, per quanto riguarda lo specifico problema della rivelazione di se-
gnali gravitazionali generati in esplosioni di supernovae, resta da definire un
adeguato modello per la distribuzione nello spazio delle possibili sorgenti di
segnale. Anche se questa e in effetti una richiesta da porre alla comunita dei
fisici, deve esserne sottolineata la profonda rilevanza per qualsiasi metodologia
statistica si intenda utilizzare per la soluzione del problema applicativo discus-
so in questo lavoro. Si tratta in effetti di una ulteriore informazione a priori
che potrebbe risultare assai preziosa nella costruzione di nuove statistiche test,
oltre che per un confronto piu realistico dei risultati effettivamente ottenibili
con le varie statistiche gia proposte.
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Appendice A

Le Wavelets

Questa appendice costituisce un’introduzione alla teoria delle wavelets molto
elementare ed ha lo scopo di fornire le nozioni di base necessarie per compren-
dere alcuni aspetti delle metodologie introdotte e discusse nel presente lavoro.
La letteratura disponibile per approfondire gli argomenti trattati e assai vasta,
sia in termini di articoli pubblicati su riviste che di monografie. Per iniziare
ad orientarsi in tale abbondanza di trattazioni, si segnalano testi classici come
[10], [15], [51] o piu recenti come [22], [44] e [39].

A.1 Trasformate Wavelet

Data una funzione di base 1) € Ly(R) che soddisfi la seguente condizione di
ammissibilita:

F®) 2
om [P, A
R w

dove F®) (w) & la trasformata di Fourier di v, la trasformata wavelet continua
di una funzione f(x) rispetto alla wavelet madre 1) & definita come:

W) = [ Fetas (A2)
In questa espressione le funzioni:
1 r—0b
Yap(z) = P(—), (A.3)

Val a

sono trasformazioni affini di v, cioeé sono ottenute a partire da 1 con una
dilatazione di un fattore a, detto parametro di scala, ed una traslazione di
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una quantita b, detta parametro di traslazione. La costante di normalizzazione
1/4/|a| & scelta in modo da garantire la conservazione della norma in Ly(R)
per tutte le wavelets definite dalla A.3:

[ WstPds = [ w@far Ve (A1)

Esiste anche una trasformata wavelet continua inversa grazie alla quale e
possibile ricostruire la funzione f(z) a partire dalla sua trasformata Wy) (a,b):

da

a?

@)= g [ W b G (A.5)

Il denominatore a? ¢ conseguenza della scelta fatta per la normalizzazione
delle funzioni t,,(z) definite dalla relazione A.3. In letteratura si trovano
anche scelte diverse per questa normalizzazione e cid0 comporta una diversa
formulazione della trasformata inversa data dalla A.5. Ad esempio in [12]
si propone l'utilizzo di un fattore di normalizzazione pari ad a ! grazie al
quale viene conservata la norma delle wavelets 1,,(x) in Li(R) anziché in
Ly(R): con questa scelta nell’equazione A.5 il termine da/a® viene sostituito
da da/a = d(In(a)).

Da quanto esposto fino a questo punto si nota una certa analogia della
trasformata wavelet con la trasformata di Fourier: entrambe possono essere

poste nella forma:

TWma@mmwm, (A.6)

conp = w = 2mv e ky(z) = €™ nel caso della trasformata di Fourier e p = (a, b)
e ky(r) = tqp(x) per la trasformata wavelet. In entrambi i casi e disponibile
una trasformata inversa in cui k,(x) compare come uno dei fattori della fun-
zione integranda. Ma soprattutto per entrambe le trasformate k,(z) ha un
andamento oscillante, con rapidita delle oscillazioni controllata dal parametro
w o a. Per le wavelets questo tipo di andamento ¢ imposto dalla condizione di
ammissibilita A.1 ed e all’origine del loro nome che potrebbe essere tradotto
in ondine.

Al di 1a di queste analogie formali ci sono importanti differenze strutturali
tra i due tipi di trasformate. Infatti nel caso della trasformata wavelet la
condizione di ammissibilita A.1 implica un decadimento a zero della funzione
ky(z) per |z| — +o00, e quindi si pué dire che k,(z) ¢ localizzata attorno ad
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un valore di x determinato dal parametro b. Per la trasformata di Fourier
ky(z) & ottenuto come combinazione lineare di seni e coseni ed & per questo
motivo che non ha alcun parametro che ne caratterizzi la localizzazione lungo
la coordinata x.

L’analogia diviene piu stretta qualora si confronti la trasformata wavelet
con una versione modificata della trasformata di Fourier che va sotto il nome di
trasformata di Fourier con finestra, o Short Time Fourier Transform, introdotta
proprio con lo scopo di ottenere quella proprieta di localizzazione in z di cui
non gode la trasformata di Fourier classica. In questo caso nell’equazione A.6
si ha ky(z) = g(z — x)e™® con g(x) funzione finestra localizzata attorno a
Ty + [ vg(x)de.

Entrambe le trasformate consentono quindi di scomporre la funzione f in
una serie di contributi dati da oscillazioni locali pitt 0 meno rapide. La rapidita
delle oscillazioni e controllata dal parametro di scala a nella trasformata wa-
velet e dalla frequenza angolare w per la trasformata di Fourier con finestra. Il
parametro di scala a puo essere considerato come inversamente proporzionale
ad una frequenza w. La localizzazione, nelle due trasformate, e legata invece
ai parametri b ed xy.

In realta non viene mai isolato il singolo contributo relativo alla locazione
ed alla frequenza specificate dalla coppia di parametri; piuttosto si mescolano
i contributi di un intervallo di frequenze ed un intervallo di locazioni attorno a
quelle specificate. Questo tipo di inconveniente non & eliminabile contempora-
neamente per entrambi i domini, quello delle locazioni e quello delle frequenze.

Infatti si puo dimostrare il seguente principio di indeterminazione:
Ax - Aw > cost (A.7)

secondo il quale non & possibile ottenere un’elevata risoluzione in frequenza
(Aw piccolo) se non a scapito della risoluzione nella locazione, cioe¢ con un
aumento di Az. Le rappresentazioni della funzione f nel dominio delle z e in
quello di Fourier corrispondono ai due casi estremi di questo principio: la prima
ha la massima risoluzione in x e nessuna risoluzione in frequenza, la seconda
esattamente il contrario. Le rappresentazioni ottenute con la trasformata wa-
velet e la trasformata di Fourier con finestra viceversa hanno risoluzione finita
e non nulla in entrambi i domini. La differenza tra queste due trasformate sta
nelle modalita con cui viene rispettato il vincolo imposto dalla A.7: per la tra-
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sformata di Fourier con finestra Az e Aw sono costanti per tutte le locazioni e
per tutte le frequenze, mentre per la trasformata wavelet vengono mantenuti
costanti wAz e Aw/w. Cid vuol dire che nella trasformata wavelet si ha una
risoluzione in frequenza migliore per le basse frequenze, mentre per i fenomeni
rapidi si privilegia la risoluzione in z: evidentemente questa ¢ una proprieta
assai utile in presenza di non stazionarieta locali di breve durata, come ad
esempio dei segnali transienti rapidi sovrapposti ad un rumore stazionario di

bassa frequenza.

Spesso la coordinata di locazione z e in effetti un tempo, percio la tra-
sformata di Fourier con finestra e la trasformata wavelet prendono il nome
di rappresentazioni tempo-frequenza lineari. Esistono anche rappresentazioni
quadratiche che decompongono nel dominio tempo-frequenza 'energia della
funzione f piuttosto che non direttamente f, ottenendo delle distribuzioni la
cui marginale rispetto alla frequenza tende alla densita di potenza spettrale di
f. Si puo dimostrare che il modulo quadro sia della trasformata wavelet che
di quella di Fourier con finestra corrispondono ad opportuni smoothing della
piu nota delle rappresentazioni tempo-frequenza quadratiche, la distribuzione
di Wigner-Ville, [41].

A.1.1 La trasformata wavelet discreta

La trasformata wavelet continua risulta strettamente correlata per scale o per
locazioni la cui separazione sia inferiore al corrispettivo intervallo di risoluzio-
ne. In effetti la rappresentazione fornita dalla trasformata wavelet continua
e in qualche modo ridondante. Sotto certe condizioni e possibile definire una
formula di ricostruzione della funzione f che utilizzi il valore della sua trasfor-
mata wavelet Wéf ) (a, b) calcolata soltanto per un insieme numerabile di coppie
di parametri (a,b), ponendo a = a}) e b = byalm, con j,m € Z e ag, by fissati.

Un caso particolare di questa situazione si ha qualora sia soddisfatta la

condizione:

IFIP <D (e < AP VS € La(R), (A-8)

Jm
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dove (flg) = 5 f( g(x)dz & I'usuale prodotto scalare in Ly(R) e si é posto:

() = 1 y (x — bgaf)m> ‘ (A.9)

J a
@y 0

In questo caso funzioni v, () costituiscono una base ortonormale di L, (R)
ed e pertanto possibile utilizzare la formula:

@)= ([ 1im)im (@), (A.10)
j,m

per ricostruire la funzione f( ) € Ly(R) a partire dai coefficienti della t¢ra-
sformata wavelet discreta c = (f|1jm)- Nel caso che si incontra pitt comu-
nemente la trasformata ut1l1zza i valori ap = 1/2 e by = 1 e d’ora in avanti

assumeremo implicitamente questa scelta.
La trattazione della scomposizione di una funzione f € Ly(R) su una
base wavelet ortonormale puo essere formalizzata nel contesto della teoria
dell’analisi a piu livelli di risoluzione. Formalmente si tratta di una successione

V,, r € Z, di sottospazi chiusi di Ly(R) che soddisfano le seguenti condizioni:

Ve C Viga; (A.11)
UV = L(R); (A.12)
re7Z

(Vi =0 (A.13)

re7Z
f(z) eV & f(22) € Vigy; (A.14)
flx) eV, & fx+m) e V,,Vm € Z; (A.15)
dp € Vi : {¢(x —m), m € Z} & una base ortonormale in Vj. (A.16)

La funzione ¢(x) & detta funzione di scala. Applicando iterativamente la A.14

si osserva che:

flz) e Vh & (272) €V, (A.17)

e tenendo conto anche della A.15 e della A.16 si ha che le funzioni:
Grom(T) = V2r (2" — m), (A.18)
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con m € 7, costituiscono una base ortonormale di V,. Dalle condizioni A.11
e A.16 discende che ¢ € Vi C Vi, percido phi(z) pud essere espresso come
combinazione lineare degli elementi della base di V;:

$(2) = hnbrm = V2 hno(20 —m). (A.19)

meZ MEZ
Questa equazione prende il nome di equazione di dilatazione e i pesi della
combinazione lineare hy, = (¢|p1,,) sono detti coefficienti di filtro; si dimostra
che le condizioni A.11-A.16 stabiliscono per l'insieme dei coefficienti di filtro

le seguenti relazioni:
+00
> hm=V2, (A.20)

+o00o

> (1) = 0; (A.21)

m=—00

la condizione di ortonormalita impone inoltre:

> hunhokem = Omo. (A.22)

meZl

Data f € Ls(R), una sua approssimazione alla risoluzione 2" & definita come
la sua proiezione ortogonale nello spazio V;.:

Fr(@) =D (Flbrm)brm(®). (A.23)
mez

La condizione A.12 assicura che TETOO fr(x) = f(z) per ogni f € Ly(R), mentre
dalla A.11 si deduce che per valori decrescenti di r si ottengono approssimazioni
sempre peggiori, ma piu lisce e regolari. I dettagli che vengono aggiunti nel
passare dallo spazio V, a V,,; appartengono allo spazio W,, complemento

ortogonale di V. in V. 1:
Vil =V, o W,. (A.24)

Iterando la relazione A.24 e sfruttando le condizioni A.12 ed A.13 si riesce a
dimostrare che:

Ly(R) = P W, =V, & P W.. (A.25)

rez r>10

100



A questo punto si consideri una funzione v (z) € Wy, detta wavelet madre tale
che {¢(x — m),m € Z} sia una base ortonormale in Wy; ne consegue che le
funzioni:

Urm(T) = V2r)(2" — m), (A.26)
costituiscono una base ortonormale per W, e quindi. Questa espressione coin-
cide con la A.9 a patto di sostituire 'indicizzazione in r con quella equivalente
inj=-—r

Tenendo conto della relazione A.25, per ogni funzione f(z) € Ly(R) valgono

dunque le seguenti rappresentazioni wavelet:

F@) =Y demtrm(@) =Y Crombrom(®) + Y Y drmtrm(@).  (A27)

r,me7Z me7Z r=ro me7Z

con:
Crm = (flPrm) = /R f(2) @ m(2)de, (A.28)
By = (Flbran) = /R F@ o), (A.29)

I coefficienti ¢, , e d,,, sono detti rispettivamente coefficienti di scala e coeffi-
cienti wavelet.
Deve essere sottolineato che, in effetti, un’analisi a piu livelli di risoluzione
e sostanzialmente definita dalla scelta della funzione di scala ¢. Infatti poiché
Wy C Vi la wavelet madre ¢ puo essere espressa come combinazione lineare
degli elementi della base di V;:
V(@) =Y gmbrm(®) = V2 gnd(20 —m). (A.30)
meZ meZ

I coefficienti g, possono essere scelti imponendo la condizione:
Gm = (=1)"h1_p, (A.31)

che risulta essere sufficiente a garantire 'ortonormalita della base wavelet che
ne discende.

Storicamente la wavelet di Haar, [26], e stata introdotta e studiata ben
prima che venisse formalizzata la teoria delle wavelet. Si tratta di una wavelet
ortonormale, analiticamente rappresentata dalla funzione:

+1, sez €0, %),
() = q -1, sex €[5, 1); (A.32)

0, altrimenti;
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che si ottiene assumendo come funzione di scala la funzione bozcar:

1, sex€[0,1);

o) = Ip(x) = { 0, altrimenti. (4.33)

Una proprieta notevole di questa wavelet ¢ quella di risultare nulla al di fuori
di un intervallo limitato di x, ovvero di essere definita con un numero finito di
coefficienti di filtro non nulli: hg = h; =gy = —g1 = %

Anche le famiglie di wavelets ortogonali costruite da Daubechies, [14], [15],
[16], godono della proprieta di avere supporto compatto e un numero finito di
coefficienti di filtro; si distinguono per altre condizioni che vengono imposte,
come un’asimmetria minima o un certo numero di momenti nulli. E interessan-
te osservare che le wavelets di Daubechies, pur essendo le piu utilizzate nelle
applicazioni, non hanno una formulazione analitica e sono definite soltanto in
termini di coefficienti di filtro.

Naturalmente esistono anche wavelet con supporto esteso sull’intero asse
reale, anche se in ogni caso 'andamento deve tendere a zero per || — +oc.
In questi casi si hanno infiniti coefficienti di filtro non nulli, ma, stabilita una
certa tolleranza, soltanto un un numero di finito di essi puo essere considerato
non trascurabile.

Inoltre & doveroso sottolineare come non sia corretto restringere l’attenzione
soltanto a sistemi wavelet ortogonali. Nella trasformata wavelet continua non
ha senso imporre condizioni di ortogonalita alla wavelet madre v, dal momento
che in ogni caso la base che si utilizza risulta sovracompleta. Si preferisce
pertanto sostituire la condizione di ortogonalita con qualche altra condizione,
da imporre nella scelta della wavelet madre affinché la trasformata ottenuta
abbia qualche proprieta desiderabile nel contesto applicativo in cui si opera.
Ad esempio in [21] vengono discussi i vantaggi dell’impiego della wavelet di
Morlet, che oltre ad essere non ortogonale ¢ anche a valori complessi. Un
altro popolare esempio di wavelet non ortogonale e dato dalla mezxican hat,
proporzionale alla derivata seconda della funzione gaussiana e w2

Anche nel contesto della trasformata wavelet discreta ’ortogonalita non e
un obbligo: vengono comunemente utilizzate delle basi wavelet non ortogonali
che sono dette biortogonali. Si tratta di una coppia di basi wavelet coniugate
utilizzate I’'una in sede di analisi, cioe nella trasformata diretta, e I'altra in sede

di sintesi, cioe nella trasformata di ricostruzione. Le due basi sono vincolate
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I’'una all’altra, ma consentono molta piu flessibilita rispetto ad un sistema
ortogonale: ad esempio le wavelet di Vetterli ed Herley, [43] sono simmetriche
pur avendo supporto compatto, mentre tra i sistemi ortogonali a supporto

compatto si riesce ad imporre soltanto un vincolo di asimmetria minima, [15].
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